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Einleitung

Im Mittelpunkt der Arbeit stehen Spezialfille stochastischer Gleichungen der Form

(1) du(t) = A(t,u(t)) dt + B(t, u(t)) dW(t)

in separablen Banachrdumen, wobei A und B unbeschriankte, nichtlineare Abbildungen
sind.

In konkreten Fillen kann (A(¢,u(t))); eine Familie elliptischer Differentialoperatoren
auf einem Funktionenraum sein; Wy ist ein verallgemeinerter Wienerprozess und B ein
Nemyckij-Operator auf diesem Funktionenraum. Dies stellt dann einen funktionalanaly-
tischen Zugang zu stochastischen partiellen Differentialgleichungen dar.

Im Kapitel 3 betrachten wir zunéchst in beliebigen separablen Banachriaumen sto-
chastische Evolutionsgleichungen der Art

du(t) = A(t)u(t) dt + B dWy(t)

u(0) = uy,

(2)

wobei der Familie linearer Operatoren (A(t), D(A(t))):cp,m auf eindeutige Weise eine
stark stetige Evolutionsfamilie (P(t, s))(,s)ea, zugeordnet ist. Nach einem eingehenden
Studium der relevanten Losungsbegriffe fiir die formale Gleichung (2), wobei eine neue
Definition fiir im Sinn der Analysis schwache Losungen gegeben wird, geben wir fiir
beliebige stark stetige Evolutionsfamilien (P(¢, s))o<s<:<r hinreichende Bedingungen fiir
die eindeutige Existenz einer schwachen bzw. milden Losung von (2) an, welche zugleich
eine Modifikation mit stetigen Pfaden besitzt. Diese Aussagen zur Zeit-Regularitét sind
Gegenstand des Satzes 3.4.2. Daran schlieit eine Betrachtung des Falls analytischer
Evolutionsfamilien (P(t,s))o<s<t<r an. Fiir sie werden wir hinreichende Bedingungen
fiir die eindeutige Existenz einer schwachen bzw. milden Losung von (2) angeben, die
zugleich eine Modifikation mit holderstetigen Pfaden mit Werten in Zwischenrdumen
besitzt. Diese Raum-Zeit-Regularitit ist die Aussage des Satzes 3.4.9. Anschlieffend
werden im Unterabschnitt 3.4.3 die bisher erhaltenen Ergebnisse anhand von drei
Beispielen aus dem Gebiet der stochastischen partiellen Differentialgleichungen veran-
schaulicht.

Den bisherigen Fillen ist zu eigen, dass die erreichbare Raumregularitdt von milden
Losungen strikt kleiner als die Ordnung %ist, welche fiir pfadstetige Losungen im All-
gemeinen auch nicht erreicht werden kann. Hier kommt nun der H°°-Funktionalkalkiil
zum Einsatz; mit seiner Hilfe gelingt es, unter Aufgabe von Pfadstetigkeit die maxi-
male Raumregularitéit der Ordnung 3 von Lésungen der Gleichung (2) zu beweisen.
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FEinleitung

Fiir den hier betrachteten nichtautonomen Fall erweisen sich die autonomen Resultate
(A(t) = A) von JOHANNA DETTWEILER, JAN M.A.M. VAN NEERVEN und LuTtz W.
WEIS aus [41] als hilfreich. Mit dieser maximalen Raumregularitét fiir Losungen von (2)
beschiéiftigt sich der Satz 3.4.20.

In einem néchsten Schritt wenden wir uns nichtlinearen Verallgemeinerungen von (2)

zu, d.h.

(3) du(t) = (A(t)u(t) + F(t,u(t))) dt + B dWg(t)

u(0) = wuo.

Hierbei betrachten wir wiederum zuerst den Fall einer beliebigen, stark stetigen Evolu-
tionsfamilien (P(t,s))o<s<t<r und zeigen im Satz 3.5.5 fiir eine global lipschitzstetige
Funktion F mit linearer Wachstumsschranke und einen geeignet integrierbaren Anfangs-
wert uy die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (3), welche eine Modifikation
mit stetigen Pfaden besitzt. Anschliefend werden sukzessive die Forderungen an die
Funktion F' und den Anfangswert uy abgeschwécht und wir erhalten mit dem Satz
3.5.15 unser allgemeines Existenz-, Eindeutigkeits- und Regularitatsresultat fiir lokal
lipschitzstetige Funktionen F' und messbare Anfangswerte ug. Da wir dort insbesondere
auf eine Wachstumsbedingung an die Funktion F verzichten, haben wir es im Allgemei-
nen mit explodierenden Losungen zu tun.

Ist die der Familie von Operatoren (A(t), D(A(t))ico,r) eindeutig zugeordnete Evolu-
tionsfamilie (P(t,s))o<s<t<r sogar analytisch, so erhalten wir im Vergleich zum allge-
meinen Fall bessere Regularitéitsaussagen. Zum einen existieren dann Modifikationen
mit holderstetigen Pfaden und zum anderen verlaufen die Pfade solcher Losungen in
Zwischenrdumen, weisen also mehr Zeit- und Raum-Regularitdt auf. Im allgemeinen
Fall nichtkonstanter Definitionsbereiche wéhlen wir Definitionsbereiche gebrochener Po-
tenzen als Zwischenrdume und erhalten mit dem Satz 3.5.19 ein erstes Existenz-,
Eindeutigkeits- und Regularitétsresultat fiir Losungen von (3) mit global lipschitzstetiger
Funktion F' mit linearer Wachstumsschranke und geeignet integrierbarem Anfangswert
ug. Die entsprechende Abschwichung der Voraussetzungen an die Funktion F' und den
Anfangswert uy wie im allgemeinen Fall kulminiert im Satz 3.5.27, in welchem die
Existenz, Eindeutigkeit und Regularitdt von im Allgemeinen explodierenden Losungen
nachgewiesen wird.

Eine andere Wahl von Zwischenrdumen, ndmlich Interpolationsrdume, kénnen wir fiir
den Fall konstanter Definitionsbereiche heranziehen und erhalten entsprechende Aussa-
gen wie im vorhergehenden Fall, siche dazu den Satz 3.5.34.

Daran schlieit sich eine Betrachtung nichtlinearer Erweiterungen der bereits vorgestell-
ten Beispiele an.

Die Ergebnisse zur maximalen Raumregularitét fiir Losungen von (2) erhalten mit dem
Satz 3.5.37 ihr nichtlineares Komplement.

Fiir Funktionen F', welche anderen als Lipschitzbedingungen geniigen, werden mit den
Satzen 3.6.1, 3.6.2 und 3.6.4 die entsprechenden Existenz-, Eindeutigkeits- und Re-
gularitétsresultate préasentiert.

Zusammenfassend kann man sagen, dass die bisher in der Literatur betrachteten Félle in
diesem Kapitel auf zweierlei Art und Weise verallgemeinert werden: im Gegensatz zu den
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bisher bekannten Resultaten konnen wir in beliebigen separablen Banachrdumen arbei-
ten und sind somit wesentlich flexibler bei der mathematischen Modellierung konkreter
Probleme. Zudem werden die bisherigen Restriktionen in Bezug auf die Variabilitdt von
D(A(t)) signifikant aufgeweicht, beispielweise wird keinerlei Konstanz von Definitions-
bereichen gebrochener Potenzen von (w — A(t)) gefordert.

Im Kapitel 4 schrinken wir uns zwar auf separable Banachrdume mit der UMD™-
Eigenschaft und autonome Probleme ein, betrachten dafiir aber nichtlineare stochasti-
sche Evolutionsgleichungen der Art

du(t) = (Au(t) + F(t,u(t))) dt + B(t, u(t)) dWp (t)

(4) u(0) = uo.

Da wir uns zudem mit Stetigkeitsannahmen an die Abbildungen F und B begniigen wol-
len, fordern wir zusétzlich Kompaktheitseigenschaften des Operators (A, D(A)) und be-
schiftigen uns mit Martingallésungen, also solchen Losungen von (4), bei denen die Wahl
des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsraums und des darauf definierten Rausch-
terms Wy mit zur Bestimmung einer Losung gehort. Fiir stark stetige Halbgruppen
(S(t))i>0 werden im Satz 4.3.7 hinreichende Bedingungen an den Operator (A, D(A)),
die Abbildung B und die Funktion F fir die Existenz einer Losung von (4) mit steti-
gen Pfaden angegeben, wenn die Funktion F' beschrinkt ist. Fiir Funktionen F', deren
Wachstum linear beschréankt ist, erhalten wir im Satz 4.3.8 analoge Aussagen.

In einem zweiten Schritt verschéarfen wir die Forderungen an den abgeschlossenen
Operator (A, D(A)) und betrachten von da an beschrinkte analytische, stark stetige
Halbgruppen (S(t))>o. Fiir solche zeigen wir unter geeigneten Stetigkeits- und Be-
schrianktheitsbedingungen an die Abbildungen F' und B sowie Kompaktheitsbedingun-
gen an (A, D(A)) im Satz 4.4.3 die Existenz einer Losung von (4) mit holderstetigen
Pfaden in Zwischenrdumen, dabei werden als Zwischenrdume sowohl Definitionsbereiche
gebrochener Potenzen von —A als auch Interpolationsraume betrachtet. Schwécht man
die Beschrénktheitsbedingung an die Funktion F' zu einer linearen Wachstumsbedingung
ab, erhalten wir im Satz 4.4.4 analoge Aussagen.

Nach einer Betrachtung gewisser Spezialfdlle wenden wir uns im Abschnitt 4.6 Bei-
spielen zu, welche die erhaltenen Resultate anhand stochastischer partieller Differential-
gleichungen veranschaulichen.

Auch in diesem Kapitel haben wir es mit einer zweifachen Verallgemeinerung bekannter
Resultate zu tun: zum einen betrachten wir allgemeinere Banachrdume, ndmlich Ba-
nachrdume mit UMD™-Eigenschaft statt solcher vom Martingaltyp 2 mit UMD-Eigen-
schaft, die erste Eigenschaft besitzt L, fiir p € [1, 00), wohingegen die zweite Eigenschaft
nur solchen mit p € [2, 00) eigen ist. Zum anderen kénnen wir im analytischen Fall auf
die Existenz beschrankter imagindrer Potenzen verzichten. Existenz-, Eindeutigkeits-
und Regularititsaussagen fiir Gleichungen vom Typ (4) fiir geeignet lipschitzstetige Ab-
bildungen F' und B werden von JAN M.A.M. VAN NEERVEN, MARK C. VERAAR und
Lutz W. WEIS in [96] bewiesen und dort mit weiteren Beispielen veranschaulicht.
Die in den Kapiteln 3 und 4 vorgestellten Resultate bediirfen dort wesentlich der im
Titel erwdhnten Faktorisierungsmethode, welcher das Kapitel 2 gewidmet ist. Die ihr
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FEinleitung

zugrundeliegende Idee besteht darin, Aussagen iiber Raum-Zeit-Regularitéit von Pfaden
des Prozesses ( fot P(t,5)®(s) dWx(s))ico,r) vermittels der Faktorisierungsgleichung

sin(mav)

/0 P(t, 5)B(s) dWi(s) —p (Ru®.)(t)

™

auf die Abbildungseigenschaften des Faktorisierungsoperators R,, fiir stetige Funktionen
f:10,T] — E gegeben durch

(Raf)(t) = / (t — )" VP(t, 5) f(s) ds,

und die Existenz von

D, (1) ::/0 (t — ) “P(t,s)P(s) dWg(s)

zuriickzufiihren.

Die Abbildungseigenschaften des Faktorisierungsoperators R, fiir beliebige stark stetige
Evolutionsfamilien werden im Lemma 2.2.1 angegeben. Den in Kapitel 4 verwende-
ten Kompaktheitsresultaten im allgemeinen autonomen Fall ist die Proposition 2.2.2
gewidmet.

Im analytischen Fall werden die verbesserten Abbildungseigenschaften in den Lemma-
ta 2.2.4, 2.2.5 und 2.2.6 bewiesen. Die erweiterten Kompaktheitsresultate fiir den
autonomen Fall behandeln die Lemmata 2.2.12 und 2.2.13.

In diesem Kapitel ist das Lemma 2.2.4 eine wesentliche Verallgemeinerung bekannter
Resultate fiir den nichtautonomen analytischen Fall. Zudem sind die Voraussetzungen
der zitierten Lemmata zur Kompaktheit bedeutsam abgeschwicht gegeniiber bisheri-
gen Ergebnissen in der Literatur, wir benotigen aufler der Separabilitit keinerlei weitere
Struktureigenschaft des zugrundeliegenden Banachraums, die UMD-Eigenschaft ist so-
mit entbehrlich. Aulerdem kénnen wir auf die Existenz beschrinkter imaginérer Poten-
zen von —A verzichten.

Um diese Arbeit ausreichend selbsterkléarend zu gestalten, werden im Kapitel 1 dieje-
nigen Techniken und Begriffe vorgestellt, derer wir uns in den nachfolgenden Kapiteln
bedienen werden. Zum Einstieg werden wir uns dabei speziellen Struktureigenschaften
von Banachrdumen zuwenden.

XVviii



1 Grundbegriffe

1.1 Bezeichnungen

Sind F und F zwei normierte Vektorraume, so bezeichnen wir mit £(E, F') den Vek-
torraum der linearen Operatoren von E nach F. Den Definitionsbereich eines linearen
Operators A € L(E, F') schreiben wir als D(A), seinen Bildraum als Bild(A). Die abge-
schlossenen linearen Operatoren aus L(E, F') werden wir mit A(E, F') bezeichnen. Haben
wir es mit einem beschréankten linearen Operator A von E nach F' zu tun, so werden wir
die Bezeichnung A € B(E, F') verwenden und seine Norm in B(E, F') gemi8

[Az—r = [[Alls.r) = sup{[|[Az]|r | [l2]z < 1}

definieren.

Die Menge der kompakten linearen Operatoren A aus B(E, F) wird durch K(E, F)
bezeichnet.

Den Dualraum von E werden wird als E’ schreiben und versehen F und E’ als duales
Paar mit der Dualitét (2/,z) := (¢/,2) prwp := 2'(x) fiir 2’ € E' und x € E.

Fiir einen abgeschlossenen linearen Operator A € A(FE, F') mit dichtem Definitionsbe-
reich bezeichnen wir mir A’ € L(F’, E’) seinen adjungierten Operator mit Definitions-

bereich
DAY :={y e F'|Vx e E3Z € E'(y, Ax) = (¢, x)}.

Mit der Bezeichnung E ~ F' meinen wir, dass es eine lineare Bijektion ¢ zwischen F und
F und eine Konstante C' > 1 so gibt, dass fiir beliebige = € F gilt

CHu@)lr < llzlle < Cllu@)llr

Ist (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so sprechen wir von messbaren Abbildungen
¢ : 2 — F als Zufallselementen, fiir £ = R™ auch von Zufallsvektoren und im Fall £ = R
von Zufallsvariablen, dabei ist auf E stets die Borel’sche o-Algebra Bo(E) zu wéhlen.
Die Menge der Aquivalenzklassen solcher messbaren Abbildungen bezeichnen wir mit
Lo(€2; E); dies ist ein quasilinearer Vektorraum, welcher vollsténdig ist fiir vollstéandiges
E.

Ist (S, %, u) ein Mafiraum, so heifit eine Abbildung f : S — E stark messbar, falls es eine
Folge ( f,)n>1 von E-wertigen Treppenfunktionen so gibt, dass f = lim,, ., f,, punktweise
in E. Dies hat zur Folge, dass der Wertebereich einer stark messbaren Funktion separabel
ist. Der Messbarkeitssatz von Pettis, siehe [109, Theorem 1.1] fiir seine urspriingliche
Version bzw. [132, Proposition 1.10] fiir die hier verwendete Version, liefert nun die
Aussage, dass eine Abbildung f : S — FE mit separablem Bild genau dann stark messbar
ist, falls fiir jedes ' € E’ die Abbildung (2/, f) messbar ist, also f schwach messbar



1 Grundbegrifle

ist. Somit ist es keine wesentliche Einschrankung der Allgemeinheit, im Zusammenhang
mit stark messbaren Funktionen von vornherein mit einem separablen Banachraum zu
arbeiten.

Sind M; und My Mengen und f : M; — Mj eine Abbildung, so wird f manchmal auch
in der Form [m — f(m)] bzw. f(-) dargestellt.

1.2 Spezielle Klassen von Banachraumen

In allgemeinen Banachrdumen gibt es keine verniinftige Theorie stochastischer Inte-
grale: man ist vielmehr je nach gewédhltem Ansatz auf gewisse Struktureigenschaften
angewiesen, die in allgemeinen Banachrdumen nicht erfiillt sind. Nachfolgend werden
die wesentlichen Struktureigenschaften fiir die bisher existenten Theorien stochastischer
Integrale in Banachrdumen vorgestellt.

Die klassische Referenz fiir Banachrdume vom Rademachertyp bzw. -kotyp sind die
Biicher von JORAM LINDENSTRAUSS und LIOR TZAFRIRIL, siche [82]. Eine aktuellere
Abhandlung zur Theorie der Banachrdume sind die von WILLIAM B. JOHNSON und
JORAM LINDENSTRAUSS herausgegebenen Biicher, siche [60, 61]. Auch das kiirzlich
erschienene Buch [5] von FERNANDO ALBIAC und NIGEL J. KALTON soll hierbei nicht
unerwahnt bleiben.

1.2.1 Banachraume vom Rademachertyp bzw. -kotyp

Es sei (rg)ken eine unabhéngige Folge identisch verteilter Zufallsvariablen auf einem

Wabhrscheinlichkeitsraum (§2, 7, P) mit der Verteilung
1

Eine solche Folge bzw. ihre Glieder werden in der (Funktional-)Analysis auch als Rade-
macherfolge bzw. Rademacherfunktionen bezeichnet.
Mit ihrer Hilfe gelangt man zu folgender Definition.

Definition 1.2.1. Es seien (rg)ken €ine Rademacherfolge, E ein Banachraum und p €
[1,00]. Dann sagt man, dass E vom

1. Rademachertyp p ist, falls es eine Konstante Crrp) > 0 so gibt, dass fiir jedes
n €N und (zg)f_, C E gilt

E(|Y " reaell) < Crrg) (Z H!Eka) :
k=1 k=1

2. Rademacherkotyp p ist, falls es eine Konstante Cry ) > 0 so gibt, dass fiir jedes
n € N und (xp)p_, C E gilt

1
E( ) riexell) 2 Cri) (Z !\»’Uk!\p) :
k=1 k=1
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Die Diskussion auf den Seiten 73/74 in Teil II in [82] zeigt, dass Banachrdume nur
fir p € [1,2] bzw. ¢ € [2,00] vom Rademachertyp p bzw. Rademacherkotyp ¢ sein
konnen. Ferner ist jeder Banachraum vom Rademachertyp 1 und Rademacherkotyp oc.
Auflerdem kann die auf der linken Seite der definierenden Ungleichungen auftretende
L,-Norm dank der Kahane'-Ungleichung durch eine beliebige L,-Norm mit r € (1, 00)
ersetzt werden, die Konstanten existieren stets, wenn auch mit verdnderten Werten.

1.2.2 Banachraume vom Martingaltyp

Es sei (/,<) eine geordnete Indexmenge, (F;);c; eine Filtration auf (Q,F, P) und F
ein Banachraum. Dann heifit eine Familie (M;);e; C Lo(€2, F,P; ) Martingal beztiglich
(Fi)ier oder auch (F;);c;-Martingal, falls fiir jedes i aus der Indexmenge I gilt M; €
Li(Q, F;,P; E) und P-fast sicher

E(M; | F;) = M; fiir jedes j <.

Ist die Filtration nicht explizit angegeben, so soll stets die kanonische Filtration F; :=
o(M;|j < i) gemeint sein.

Fiir weitergehende Informationen zu banachraumwertigen Martingalen sei auf das Buch
[43] von JOSEPH DIESTEL und JOHN JERRY UHL verwiesen.

Mit Hilfe dieses Begriffes formuliert man

Definition 1.2.2. Ein Banachraum E ist vom Martingaltyp p fir p € [1,00), falls es
eine Konstante Cyrey > 0 so gibt, dass fiir jedes E-wertige Martingal (M )nen gilt

SlelgE(HMan) < Cury Y E(IMy = My |I7),

neN
wober My := 0 gelte.

Wie in [110] von GILLES PISIER gezeigt wurde, ist jeder Banachraum vom Martingaltyp
p auch ein Banachraum vom Rademachertyp p. Dies hat zur Folge, dass es nur Banach-
rdume vom Martingaltyp p fiir p € [1, 2] gibt.

1.2.3 Banachraume mit UMD-Eigenschaft

Es sei (F,)nen eine Filtration auf (Q, F,P) und F ein Banachraum. Dann nennt man eine
Familie (m,,),en E-wertiger Zufallselemente Martingaldifferenzenfolge beziiglich (Fy,)nen
oder (F,,)nen-Martingaldifferenzenfolge, falls die durch M,, := >"}'_, my, definierte Fami-
lie (M,)nen ein (F,)nen-Martingal ist.

Dann definiert man

Ihenannt nach Jean-Pierre Kahane
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Definition 1.2.3. FEin Banachraum E besitzt die UMD-FEigenschaft, falls es fir ein
p € (1,00) eine Konstante Cyy > 0 so gibt, dass fiir jede E-wertige Martingaldifferen-
zenfolge (my)nen, jede Folge (ey)neny C {—1,1} und beliebiges n € N gilt

E(ll ) exmill”) < ComE( Y mll?).
k=1

k=1

Bemerkung 1.2.4. Die vermeintliche p-Abhdngigkeit der Definition ist keine, wie man
unter anderem bei DONALD L. BURKHOLDER in [22] bzw. beim Autor in [147] nachlesen
kann.

Die UMD-Eigenschaft zieht eine Reihe bemerkenswerter Eigenschaften nach sich.

Proposition 1.2.5 ([6, Proposition 2|). Fin Banachraum mit UMD-FEigenschaft ist
superreflexiv, also insbesondere reflexiv.

In der Arbeit [110] kann man auflerdem das folgende Resultat finden.

Proposition 1.2.6. Es sei E' ein Banachraum mit UMD-FEigenschaft. Dann ist E genau
dann vom Martingaltyp 2, wenn E vom Rademachertyp 2 ist.

Zur Abgrenzung der Begriffe ,Martingaltyp 2 und ,,UMD-Eigenschaft“ eine abschlie-
Bende Bemerkung.

Bemerkung 1.2.7. Firp € (1,2) besitzt L,(R) die UMD-FEigenschaft ohne vom Mar-
tingaltyp 2 zu sein. Resultate von JEAN BOURGAIN aus [17] zeigen, dass es auch Ba-
nachriume vom Martingaltyp 2 gibt, welche nicht die UMD-FEigenschaft besitzen.

1.2.4 Banachraume mit UMD*-Eigenschaft

Die Klasse der Banachrdume mit UMD-Eigenschaft ldsst sich noch weiter unterteilen: im
Hinblick auf stochastische Integrale erweist sich die auf Ideen von D.J.H. GARLING aus
[47] zuriickgehende Unterteilung in Banachrdume mit UMD™- bzw. UMD~ -Eigenschaft
als niitzlich, wie MARK C. VERAAR in seiner Arbeit [133] detailliert herausarbeitete.
Im Einzelnen handelt es sich dabei um

Definition 1.2.8. FEs seien E ein Banachraum und (r,)nen eine Rademacherfolge auf
dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P).

1. Der Raum E hat die UMD™ -Eigenschaft, wenn es fiir einp € (1,00) eine Konstan-
te Cy+p) > 0 so gibt, dass fiir jede E-wertige Martingaldifferenzenfolge (my,)nen
auf (Q, F, P) und beliebiges n € N gilt

E(E(] ) rimall”) > CoEE( Y mall?)-

k=1
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2. Der Raum E hat die UMD~ -FEigenschaft, wenn es fir ein p € (1,00) eine Konstan-
te Cy-py > 0 so gibt, dass fiir jede E-wertige Martingaldifferenzenfolge (my,)nen
auf (Q, F, P) und beliebiges n € N gilt

EE( Y millP)) < Co-BEND rmal?)).
k=1 k=1

Bemerkung 1.2.9. Ebenso wie im Fall von Banachrdumen mit UMD-FEigenschaft ist
die p-Abhdngigkeit der Definition nur eine vermeintliche, wie man ebenfalls in [47] nach-
lesen kann.

Auch diese neuen Eigenschaften ziehen weitere Eigenschaften nach sich (siehe [47]).

Proposition 1.2.10. 1. Ist E ein Banachraum mit UMD™-Eigenschaft, so ist E' ein
Banachraum mit UMD~ -FEigenschaft.

2. Ist E' ein Banachraum mit UMD~ -Figenschaft, so ist E ein Banachraum mit
UMD -Figenschaft.

3. Jeder Banachraum mit UMD~ -FEigenschaft ist von endlichem Rademacherkotyp.
4. Jeder Banachraum mit UMD™-Eigenschaft ist superreflexiv.

5. Fin Banachraum E hat genau dann die UMD-Figenschaft, wenn E sowohl die
UMD - als auch die UMD~ -Figenschaft hat.

1.2.5 Komplexifizierungen

In spéteren Kapiteln wird gerade im Zusammenhang mit stochastischen Fragestellungen
in reellen Vektorrdumen gearbeitet. Oftmals treten dort allerdings auch Bedingungen
auf, welche a priori nur fiir komplexe Vektorrdume sinnvoll sind, deswegen wird in die-
sem Unterabschnitt dargelegt, wie man in reellen Vektorrdumen solche Bedingungen zu
verstehen hat. Die Darstellung folgt dabei im Wesentlichen dem entsprechenden Ab-
schnitt aus dem Buch [7] von HERBERT AMANN.

Es sei E ein reeller Vektorraum. Dann bezeichnet man mit E¢ die additive Gruppe £ x E
versehen mit der Multiplikationsvorschrift

(o, B) (2, y) = (ax — By, B + ay)

fiir beliebige (x,y) € E x E und beliebiges a + i € C. Identifiziert man z € E mit
(x,0) € E x E, so kann man jedes z € E x E eindeutig darstellen als z = x + iy fiir
x,y € E. Dies motiviert, den Vektorraum E¢ die kanonische Komplexifizierung von E
zu nennen.

Sind Ej, Fj reelle Vektorrdume und T' € L(E, Es), so definiert man durch

Te(x +iy) =Tz +iTy, r+iy € (B¢
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die kanonische Komplezifizierung Tec von T. Es gilt T € L((E1)c, (Ea)c) und man hat
die Eigenschaft T¢(FE;) C Es.
Ist umgekehrt T € L((E1)c, (E2)c) gegeben, so existieren eindeutig bestimmte Opera-
toren Ty, Ty € L(E, Es) mit

T(x +1y) =Tz +iTvy + i(Tox + iThy);

man schreibt dann auch Re(7T) := Ty und Im(7T) = Ts.
Zudem hat man
T e B(El, EQ) & Te € B((El)(c, (Eg)@)

und

T e K(El, EQ) & Ie € K:((El)(c, (EQ)(C).

Hat man es mit normierten Rdumen zu tun, so ist die entsprechende Abbildung
B(Ey, Ez) — B((E1)c, (E2)c)
eine reelle Isometrie.

Bemerkung 1.2.11. Wird in spdteren Abschnitten in reellen Banachrdumen von Fi-
genschaften bzw. Methoden gesprochen, die a priori nur in komplexen Banachriumen
sinnvoll sind, so ist darunter zu verstehen, dass man zundchst die kanonischen Kom-
plexifizierungen der involvierten Banachrdume und Operatoren bildet, fir diese die Fi-
genschaften bzw. Methoden tberprift bzw. anwendet und schliefSlich, falls notwendig,
vermittels obiger Ergebnisse zu reellen Banachrdumen und Operatoren zwischen ithnen
zurtickkehrt. Dabei werden die Komplexifizierungen nicht gesondert bezeichnet, um die
Darstellung nicht zu verkomplizieren.

1.3 Sektorielle und R-sektorielle Operatoren

Sektorielle Operatoren spielen insbesondere im Hinblick auf den beschrinkten H®°-
Funktionalkalkiil und analytische Halbgruppen eine grofie Rolle, weswegen sie nun kurz
vorgestellt werden.

1.3.1 R-Beschranktheit

Definition 1.3.1. Es sei E ein Banachraum und T eine Untermenge von B(E). Dann
heiffit T R-beschréankt, falls es eine Konstante C' > 0 so gibt, dass

(S nitn[) < (]S na)

fiir jedes N > 1, jede Folge (T,))_;, C T und (x,))_, C E gilt, wobei (1,)nen €ine

n=1
Rademacherfolge ist. Die kleinste solche Konstante C' heifit die R-Schranke von 7 und
wird mit R(T) bezeichnet.
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Dank der Kahane-Ungleichung kann man statt des Exponenten 2 auf beiden Seiten
beliebige Exponenten p,q € [1, 00) wéahlen.

Bemerkung 1.3.2. Das Konzept der R-Beschrinkheit wurde von E. BERKSON und
T. A. GILLESPIE in [13] eingefiihrt, tauchte allerdings bereits in Arbeiten von JEAN
BOURGAIN auf, siehe [18]. Der Begriff der R-Beschrinktheit wurde dann systematisch
in [25] von PHILIPPE CLEMENT, BEN DE PAGTER, FEDOR A. SUKOCEV und HENRI-
KO WITVLIET behandelt. In [139] zeigte LuTz WEIS den Zusammenhang zwischen R-
Beschrinktheit und maximaler L,-Regularitit von Cauchyproblemen auf. Einen ausfiihr-
licheren Uberblick findet man beispielsweise in [35, 76].

Eine hinreichende Bedingung fiir R-Beschrénkheit liefert das folgende Lemma.

Lemma 1.3.3. [76, Example 2.18] Sei N : (0,T7) — B(E) derart differenzierbar, dass

[t — LN(t)z] stark messbar ist und [t — H%N(t)H ( )] zu L1(0,T) gehort. Dann ist die
B(E

Menge T = {N(t):t € (0,T)} R-beschrinkt und man hat folgende Abschitzung

ro)< [ ' [ &8, , i+ INO

1.3.2 Definition und Beispiel

Definition 1.3.4. Es sei I/ ein Banachraum, A: E D D(A) — E ein linearer Operator
und w € (0,7). Dann heifst A sektoriell bzw. R-sektoriell vom Typ w, falls o(A) C X,
und die Menge

{AR(N, A) | X € C\ {0} mit ' <|arg(\)| <7} C B(E)
beschrinkt bzw. R-beschrdankt ist fir jedes w' > w, wobei
Y = {z € C\ {0} [|arg(2)| < w}
einen Sektor mit Offnungswinkel 2w bezeichnet.

Bemerkung 1.3.5. Da R-Beschrdnktheit stets Normbeschrinktheit impliziert, ist ein
R-sektorieller Operator vom Typ w stets ein sektorieller Operator vom Typ w.

Den Zusammenhang zu Erzeugern von Halbgruppen stellt das folgende Lemma her.

Lemma 1.3.6 ([44, Theorem 4.6]). Es sei E ein Banachraum. Ein linearer Operator
A € L(E) ist genau dann dicht definiert und sektoriell vom Typ w < T, wenn (—A, D(A))
Erzeuger einer beschrinkten analytischen, stark stetigen Halbgruppe ist.

Als Beispiele fiir R-sektorielle Operatoren werden wir partielle Differentialoperatoren auf
L,-Réumen vorstellen, die uns auch in spéteren Kapiteln in Beispielen begegnen werden.
Wir betrachten auf einem Gebiet G C R™"! fiir beliebiges m € N die folgenden formalen
partiellen Differentialoperatoren
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Az, D) := Z o () D"

la|<2m

und fiir y=1,...,m

Bj(z,D) = Z b;5(x)D?, m; < 2m.

|B|<m;

An die auftretenden Groflen stellen wir die folgenden Bedingungen:
(GB) Fiir die Koeffizienten von A(x, D) und (B;(z, D)), gelten:

a) a, € C(G;B(E)) fiir jedes |a| = 2m,
b) aq € [Loo+ Ly, |(G; B(E)) fiir jedes || = k < 2m mit ry > pund 2m—Fk > -,
) bjz € C*™™i(9G; B(E)) fiir jedes j = 1,...,m und jedes |G| < m;.

(EB) Es gibt ein @4 p) € [0,7) so, dass

a) das Hauptsymbol

Ay(x,€) = Z Ao ()€

|a|=2m

parameter-elliptisch ist mit Elliptizitatswinkel ® < ® 4 (p) ist fiir jedes x € G,
d.h. fiir jedes ¢ € R™™ mit ||£]|gn+1 = 1 und jedes ¥ < & gilt

o(Ay(z,§)) C B,

und

b) die Lopatinskij-Sapiro*-Bedingung erfiillt ist, d.h. die gewohnliche Differenti-
algleichung in [0, 00)

(A + Ag(20,&, Dpsr))o(y) = 0, v>0,
Bj7#(x07£7Dn+1)U<O> :hj, ]: 1,...7m

hat genau eine Losung v € Cy([0,00); E) fiir jedes (hy,...,hy) € E™, je-
des 9 € 0G und jedes A € fﬂ_cpAy(B) sowie { € R” mit [|{][rn + [A] # O,
wobei B; «(xg,&, Dy11) die lokale Koordinatendarstellung von B; . (z, D) :=
> \81=m; b 5(x)DP beziiglich zy € G und Ay(xo,&, Dypq) die lokale Koor-
dinatendarstellung von Ay (z, D) = 37, s, @ja(x) D beziiglich zo € G
bezeichne.

2benannt nach AROSLAV BORISOVIC LOPATINSKIJ und ZINOVIJ A. SAPIRO (die Schreibweise erfolgt
hierbei als Transliteration geméfi ISO 9:1995)
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Satz 1.3.7 ([35, Theorem 8.2]). Es seien m,n € N, E ein Banachraum mit der UMD-
Eigenschaft und p € (1,00). Zudem sei G C R™"! ein beschrinktes Gebiet mit C*™-Rand
und das Randwertproblem (A, By, ..., By,) erfille die Glattheitsbedingungen (GB) und
Elliptizititsbedingungen (EB) fir ein ®4 € [0, 7). Dann existiert fir die Realisierung A,
von A in L,(G; E) mit Definitionsbereich

D(4,) :={ue H™(G;E)| Bj(x,D)u=0,j=1,...,m}

zu jedem ® > @4 ein po > 0 so, dass pe + A, R-sektoriell mit Winkel kleiner gleich ®
ist und zudem dicht definiert ist.

1.3.3 H*>~-Funktionalkalkul

Der Begriff  beschrankter H*-Funktionalkalkiil® wurde von MICHAEL G. COWLING,
IAN DousT, ALAN MCINTOSH und ATSUSHI YAGI in [26] eingefithrt und seitdem von
vielen Autoren behandelt. Es bezeichne H(3y) fiir 6 € (0, 7] die Algebra der holomor-
phen Funktionen auf dem Sektor >y. In dieser Funktionenalgebra zeichnen wir weitere
Teilalgebren aus: zum einen die Banachalgebra H>(3y), welche aus den beschriankten
Elementen von H(3y) bestehe und mit der Supremumsnorm versehen sei, und zum an-
deren ihre Teilmenge

H(3g) :={f € H®(Xy)|dc,s >0Vz € Zp: |f(2)| < cmin{|z| 7%, |2|°}}.

Ist nun ein sektorieller Operator A vom Typ w < 6 vorgegeben, so kann man jeder
Funktion f aus der Menge H°(Xy) genau einen beschriankten Operator f(A) vermoge

F(A) = L/Ff(A)R(A,A) i\

- 2mi
zuordnen, wobei I' ein Weg mit der Parametrisierung
te™®, t>0

"}/(t) T { _.[;eil/7 t<0
fir v € (w, ) sei, welcher von t = 0o bis t = —oo durchlaufen werde.
Diesen elementaren Funktionalkalkiil kann man nun auf Funktionen aus der Funktionen-
algebra H>°(3y) erweitern. Unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass A dichten Defi-
nitionsbereich sowie dichtes Bild hat, erhédlt man dann einen abgeschlossenen Operator

f(A) fiir beliebiges f € H>(Xy). Die Operatoren A, fiir welche f(A) sogar beschrankt
ist fiir jedes f € H*(Xy), zeichnet man gesondert aus.

Definition 1.3.8. FEs sei (A, D(A)) ein sektorieller Operator vom Typ w, welcher dich-
ten Definitionsbereich und dichtes Bild habe, 0 € (w,7) und C' > 0. Dann sagt man,
dass A einen beschrinkten bzw. R-beschrinkten H™(%g)-Funktionalkalkil besitzt, falls

sup ({[LF (A = 1 fllr=(zy <1}) <C
bzw.
R{f(A): fllg=sy) <1} <C
gilt.
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Fiir detailliertere Abhandlungen des beschrinkten H°-Funktionalkalkiils und des R-
beschrankten H*°-Funktionalkalkiils sei auf [35, 56, 57, 63, 64, 76] verwiesen.

1.3.4 Gebrochene Potenzen

Fiir sektorielle Operatoren kann man nun gebrochene Potenzen definieren. Dies wurde
und wird auf verschiedene Art und Weisen gemacht; da wir bereits den H*°-Funktional-
kalkiil vorgestellt haben, liegt es nahe, diesen zur Definition heranzuziehen. Die Vorlage
hierzu bildet der entsprechende Teil aus dem Buch [57] von MARKUS HAASE.

Definition 1.3.9. FEs seien E ein Banachraum, (A, D(A)) sektoriell vom Typ n und
a € C mit Re(a) > 0. Dann wird durch

(1.3.1) A% = (14 A)" <z - fz>n) (4)

ein linearer Operator definiert, die a-Potenz von A, wobei n > Re(«) beliebig.
Ist zudem A injektiv, so wird durch (1.3.1) fir beliebiges a € C ein linearer Operator
A definiert und wiederum als a-Potenz von A bezeichnet.

Fiir spétere Betrachtungen wird sich das folgende Lemma als niitzlich erweisen.

Lemma 1.3.10 ([55, Lemma 1.3.6]). Es seien E ein Banachraum und der lineare Ope-
rator (A, D(A)) Erzeuger einer stark stetigen, beschrinkten Halbgruppe auf E. Zudem
sei —A sektoriell vom Typ n. Dann gilt fiir jedes A € ¥_,, und beliebige 0 < o < 3

(=4 =Blag—a) [ O )
0

wobei das Integral in der Operatornorm konvergiert und B die Beta-Funktion bezeichnet.
Dies fiithrt zu

Lemma 1.3.11. Es seien E ein Banachraum und (A, D(A)) Erzeuger einer stark ste-
tigen, beschrinkten Halbgruppe auf E. Zudem sei —A sektoriell vom Typ n. Dann ist
R(\, A) genau dann kompakt fiir ein X € p(A), falls R(p, A)® kompakt ist fir ein o > 0
und jedes p € p(A).

Beweis: Sei R(\, A) kompakt fir ein A € p(A), dann ist aufgrund der Resolventenglei-
chung R(p, A) kompakt fir jedes p € p(A). Gemifl der Darstellungsformel aus Lem-
ma 1.3.10, man beachte insbesondere die Konvergenz beziiglich der Operatornorm, ist
dann fiir beliebiges a@ € (0,1) und beliebiges pu € p(A) auch R(p, A)* kompakt. Fiir
a € (n,n+ 1], n € N, erhélt man dann die Kompaktheit von R(u, A)* fiir beliebiges
p € p(A) aus R(u, A)*"R(p, A)" = R(p, A)*.

Ist umgekehrt R(u, A)* kompakt fiir jedes u € p(A) und ein a € (0,00) \ {1}, so folgt
im Fall @ > 1 die Kompaktheit von R(u, A) aus der Darstellungsformel von Lemma
1.3.10. Mit Hilfe der Resolventengleichung sieht man, dass dann auch R(\, A) kompakt
ist fiir beliebiges A € p(A). Ist a € (0,1), so existiert ein n € N mit na > 1. Also
ist R(pu, A)"* = (R(u, A)*)"™ ebenfalls kompakt fiir jedes p € p(A) und somit ist auch
R(\, A) kompakt fiir beliebiges A € p(A). O

10
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1.4 Interpolation in Banachraumen

Nachfolgend werden einige Begriffe aus dem weiten Feld der Interpolationstheorie vor-
gestellt, als Vorlage dient dabei Abschnitt 4 aus dem Buch [30] von DANIEL DANERS
und PABLO KocH MEDINA. Weitere Referenzen zu diesem Themenkreis sind das Skript
[86] von ALESSANDRA LUNARDI, die Biicher [129, 130, 131] von HANS TRIEBEL und
das Buch [12] von JORAN BERGH und JORGEN LOFSTROM.

Man sagt von zwei Banachrdumen Fj, F;, dass sie ein Banachraumpaar, bezeichnet mit
(Eo, E1), bilden, falls Fy —, Ey gilt, d.h. es existiert eine Injektion von F; nach Ej
mit dichtem Bild. Eine Familie ((-,-)g)oc(o,1) soll zuldssige Familie von Interpolations-
methoden heiflen, falls fiir jedes Banachraumpaar (Ey, E;) die folgenden Eigenschaften
gelten:

1. fiir beliebige 0 < 6 < 05 < 1 gilt

By —q Ep, —aq Ep, —a Ey,

2. die obigen Injektionen sind kompakt, falls die Injektion E; <— FEy kompakt ist,
3. fiir beliebige 0 < #; < 6y <1 und v € (0,1) gilt
(Eo,, Eo,)v == Ey,

wobei 8 = (1 — v)0; + v0s.

1.4.1 Reelle Interpolation

Es sei ((Eo, || - |lo), (E1,]|-]|1)) ein Banachraumpaar. Fiir beliebiges z € Ej definiert man
die Darstellungsmenge D(x; (Ey, Ey)) von = gemé$

D(z; (Eo, E1)) = {(z0,71) € By X By |x =29+ 21}
Darauf aufbauend hat man das K-Funktional
K-, (Fo, E1)) : (0,00) x Ey — [0, 00)
gegeben durch
K (t, z; (Eo, Er)) == nf{|[zollo + [[#1l1 | (z0, 21) € D(x, (Eo, E1))}-

Nun definiert man auf Ey eine Familie von Normen (|| - ||g,)0,p)c(0,1)x[1,00] eméB

felly = ( | Kt <E0,E1>>>P%); fiir p € [1,.50)

und
el = sup(t™" K (1, (Eo. E1))).
>

Mit ihrer Hilfe hat man dann
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1 Grundbegrifle

Definition 1.4.1. Es seien (Fy, E1) ein Banachraumpaar, p € [1,00] und 6 € (0,1).
Dann wird der reelle Interpolationsraum ((Eo, E1)gp, || - [lop) definiert durch

(Eo, E1)op :={x € Eo | |lz]lop < 00}
Diese Definition zieht folgenden Satz nach sich.
Satz 1.4.2 ([30, Theorem 4.3]). Es sei p € (1,00). Die Familie ((-,-)op)oc(o,1) ist dann

eine Familie zuldssiger Interpolationsmethoden.

1.4.2 Stetige Interpolation

Den Nachteil, dass ((-, *)g,00)0c(0,1) im Allgemeinen keine zuldssige Interpolationsmethode
ist, kann man ausgleichen, indem man die folgende Definition verwendet.

Definition 1.4.3. Es seien (Eg, E1) ein Banachraumpaar und 6 € (0,1). Dann definiert
man den stetigen Interpolationsraum ((Eo, E1)§ o || - llo.00) durch

(EO, El)gyoo = E”HQ,OO
Dann gilt
Satz 1.4.4 ([30, Theorem 4.12]). Die Familie ((-,-) . )oc(o,1) ist eine Familie zuldssiger

Interpolationsmethoden.

1.4.3 Komplexe Interpolation

Nun sei (Fy, F1) ein Banachraumpaar iiber dem Korper C.

Bezeichnet S den Streifen {z € C|0 < Re(z) < 1}, so soll § := S((Ey, E1)) C C(S; Ep)
der Vektorraum aller Funktionen f : S — Ej sein, welche den folgenden Eigenschaften
genligen:

1. f: {# € C|0 < Re(z) < 1} — Ej ist analytisch,
2. f:(05);:={z € C|Re(z) =0} — Ey gehort zu Cy((9S);; Ep) und
3. f:(09), :={2 € C|Re(z) =1} — E; gehort zu Cy((05),; E1).
Dank des Maximumsprinzips fiir analytische Funktionen wird durch
[ flls := max{{[ fllc(@syszo): 1 fllcq@s) et

eine Norm auf S((Ep, E,)) definiert, welche (S((Eo, E1)),|| - ||s) zu einem Banachraum
macht.
Darauf autbauend hat man
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1.5 Evolutionsfamilien

Definition 1.4.5. Es seien (Ey, E1) ein Banachraumpaar iber dem Kérper C und 6 €
(0,1). Dann definiert man den komplexen Interpolationsraum ([Eo, E1le, || - |lo) durch

[E(),El]g = {$ S Eo | Elf €S mitx = f(@)}

und

[z]lo := inf{[|flls] f € S mit f(0) = x}.
Dann gilt

Satz 1.4.6 ([30, Theorem 4.8]). Die Familie ([-,-]g)oc(o,1) st eine Familie zuldssiger
Interpolationsmethoden.

1.4.4 Gebrochene Potenzen und Interpolationsraume

Zwischen den Definitionsbereichen gebrochener Potenzen sektorieller Operatoren und
Interpolationsrdumen gibt es gewisse Zusammenhénge, die insbesondere verdeutlichen,
dass es nicht die Interpolationsmethode gibt.

Ohne zusitzliche Bedingungen an A gilt fiir beliebige m € Nund z € C mit 0 < Re(z) <
m, siehe Theorem 1.15.2 in [131],

(1.4.1) (B, D((—A)™) re(z)/m1 —=d D(—A)?) —=a (B, D((—A)™)) ke(z) oo

Dies spricht in allgemeinen Situationen fiir die reelle Interpolationsmethode. Hat al-
lerdings der Operator A zusétzliche Eigenschaften, so tritt die Stérke der komplexen
Interpolationsmethode hervor; man hat néamlich, siche Kapitel I, Abschnitt 2.9 in [7],

Proposition 1.4.7. Hat —A beschrdnkte imagindre Potenzen, so gilt
[D((=A)%), D((—A)")]p = D((=A)!=1)

fir 0 < Re(a) < Re() und 8 € (0,1).

1.5 Evolutionsfamilien

Es sei (A(t), D(A(t)))tco,r) eine Familie abgeschlossener, dicht definierter Operatoren.
Nun betrachte man das folgende nichtautonome Cauchyproblem:

du
(1.5.1) — (O =A@u(t), te(sT],

u(s) = x.

Dann sagt man, dass u eine klassische Lésung von (1.5.1) ist, falls u in dem Raum
CY((s,T), E) N C([s,T], E) liegt sowie u(t) € D(A(t)) fiir jedes t € (s,T], u(s) = =
und 2(t) = A(t)u(t) fiir jedes t € (s,T] gelten. Man nennt u eine strikte Ldsung von
(1.5.1), falls w € C'([s,T), E) und u(t) € D(A(t)) fiir jedes t € [s,T], u(s) = = und

(1) — A(tyu(t) fiir jedes ¢ € [s,T].
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1 Grundbegrifle

Fiir spétere Verwendung werden die folgenden Schreibweisen eingefiihrt:

Ap:={(t,s) € [0,T)?|t > s} und Ay := {(t,s) € [0,T]*|t > s}

Eine Familie beschrankter linearer Operatoren (P(t,5s))ws)ea, auf E werde mit stark
stetiger Evolutionsfamilie bezeichnet, falls

1. P(s,s) =1 fur jedes s € [0,T],
2. P(t,s) = P(t,r)P(r,s) fiir jedes 0 < s <7 <t <T und
3. die Abbildung Ar > (¢, s) — P(t,s) stark stetig ist.

Nun gebe man sich eine Familie (Y;)sco,71 von Unterrdumen vor. Dann sagt man, dass
eine solche Familie (P(t,5))ws)ea, 0st (1.5.1) (auf (Y5)sep,r), falls (Ys)sepr dichte
Unterrdume von FE sind, fiir jedes (t,s) € Ap die Inklusion P(¢,s)Ys C Y; C D(A(t))
gilt und die Abbildung [t — P(t, s)x] eine strikte Losung von (1.5.1) fiir jedes z € Yj
definiert.

In [102, 103] zeigte GREGOR NICKEL, dass die Wohlgestelltheit (d.h. Existenz, Eindeu-
tigkeit und stetige Abhéngigkeit von (Ys)scp) von (1.5.1) dquivalent ist zur Existenz
und Eindeutigkeit einer stark stetigen Evolutionsfamilie, welche (1.5.1) auf (Y;)seo,n
16st.

Fiirderhin gehére zu (A(t), D(A(t)))icp,r) genau eine stark stetige Evolutionsfamilie
(P(t,5))@s)ear, welche (1.5.1) auf (Y;)secp,r) 16se. In der Literatur kann man viele hinrei-
chende Bedingungen dafiir finden (siehe z.B. die Arbeiten [3] von PAOLO ACQUISTAPACE
und BRUNELLO TERRENI, [7] von HERBERT AMANN, [66] von Tosio0 KATo, [84] von
ALESSANDRA LUNARDI, [107] von AMNON PAzy, [119, 120] von PAVEL EVSEEVIC SO-
BOLEVSKIJ, [124, 125] von HIROKI TANABE oder [143] von ATSUSHI YAGI). Im néchsten
Unterabschnitt werden einige bekannte Resultate fiir den analytischen Fall von (1.5.1)
zusammengestellt.

1.5.1 Analytische Evolutionsfamilien

Wie zuvor sei (A(t), D(A(t))):ejo,r] eine Familie linearer, abgeschlossener, dicht definier-
ter Operatoren auf einem Banachraum FE. Man spricht dann von analytischen Evolu-
tionsfamilien, wenn fiir jedes ¢ € [0,7] der lineare Operator (A(t), D(A(t))) Erzeuger
einer analytischen, stark stetigen Halbgruppe ist.

Im Folgenden wird kurz auf die Ansédtze und Resultate von Acquistapace und Terreni
(siehe [3]) und von Kato und Tanabe (siehe [124, Section 5.3]) eingegangen. Es sei darauf
hingewiesen, dass die Mehrzahl der vorzustellenden Resultate auch Versionen fiir nicht
dicht definierte A(t) besitzen; dann hat man es allerdings nicht mehr mit stark stetigen
Evolutionsfamilien zu tun.

Wie in [3, Chapter 7] gezeigt kann man die bekannten Theorien analytischer Evolutions-
familien fiir variable Definitionsbereiche grob vereinfacht in zwei Klassen einteilen: in der
einen Klasse stellt der (AT)-Ansatz die weiteste Verallgemeinerung dar, wihrend in der
anderen Klasse in diesem Fall der (KT)-Ansatz hervorgehoben wird. Von Klassen wird
dabei gesprochen, weil beide angesprochenen Ansétze logisch unabhéngig voneinander
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1.5 Evolutionsfamilien

sind, d.h. es gibt Beispiele, in denen die Voraussetzungen des (KT)-Ansatzes erfiillt sind,
aber diejenigen des (AT)-Ansatzes nicht und umgekehrt.

Ein sehr schoéner und erhellender Ubersichtsartikel zu den verschiedenen Theorien analy-
tischer Evolutionsfamilien stammt von PAOLO ACQUISTAPACE, siehe [2]. Insbesondere
das einfache Beispiel aus Section 8, mit Hilfe dessen die vorgestellten Theorien gegen-
einander abgegrenzt werden, verdient gesonderte Erwahnung.

Dort wird zudem eine Theorie vorgestellt, die Holderregularitétsforderungen zu Stetig-
keitsforderungen abschwécht, wenn man gewillt ist, mit konstanten Definitionsbereichen
zu arbeiten.

Der (AT)-Ansatz

Die Theorie von Acquistapace/Terreni wird hier aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht
in der vollen Allgemeinheit behandelt. Ist E ein reeller Banachraum, so sollten die nach-
folgenden Bedingungen als Bedingungen fiir die Komplexifizierung der auftretenden Ob-
jekte verstanden werden, sieche Bemerkung 1.2.11. Wir sagen, dass die (AT)-Bedingung
durch die Familie dicht definierter Operatoren (A(t), D(A(t))):co,m) auf einem Banach-
raum F erfiillt wird, falls die folgenden zwei Bedingungen gelten:

(AT1) Es gibt Konstanten w € R, K > 0 und ¢ € (5, 7) so, dass fiir jedes t € [0,7]
Ygw C 0(A(t)) und fiir alle X € ¥(¢, w) gilt:

K
IROAG < 53—

(AT2) Es gibt Konstanten L > 0 und p,v € (0,1] mit p + v > 1 so, dass fiir alle A € X
und s,t € [0, 7] gilt:

AW R, Aw(t) (Auw(t) ™ = Au(s) ™D < LIt = s (Al + 1) 7"

Hierbei sei ¥4, = {w} U{\ € C\ {w} : |arg(A — w)| < ¢} und A, (t) = w — A(t). Im
Folgenden erweist es sich als niitzlich noch x,,, = p+ v — 1 € (0, 1] zu definieren.
Diese Bedingungen wurden, wie bereits oben erwéhnt, eingehend in der Literatur be-
trachtet, wo auch viele Beispiele zu finden sind. Die erste Bedingung kann man dabei
als Analytizitdt gleichméfig in ¢ € [0, 7] auffassen, was auch die Wortwahl , analytische
Evolutionsfamilien“ begriindet.

Unter der Voraussetzung, dass (AT1) gilt, die Definitionsbereiche konstant sind, d.h.
D(A(0)) = D(A(t)), t € [0,T], und (A(t))sco,r) holderstetig von D(A(0)) nach E mit
Exponent 7 ist, wird die Bedingung (AT2) durch 4 = nund v = 1 erfiillt (siehe [3, Section
7]). Die Bedingungen reduzieren sich in diesem Fall auf die Bedingungen in der Theorie
von Sobolevskij und Tanabe fiir konstante Definitionsbereiche (siehe [84, 107, 124]); sie
werden spater gesondert zur weiteren Verwendung vorgestellt.

Unter der Bedingung (AT) gilt nun folgendes Resultat (siehe [3, Theorems 6.1-6.4] und
[143, Theorem 2.1])
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1 Grundbegrifle

Satz 1.5.1. Die Familie dicht definierter Operatoren (A(t), D(A(t)))icjo,r auf einem
Banachraum E erfiille die (AT)-Bedingung. Dann existiert eine eindeutige stark stetige
FEvolutionsfamilie (P(t,s))o<s<i<T, welche (1.5.1) auf D(A(s)) lost. Ferner ist P(t,s)z
fir jedes © € E eine klassische Losung von (1.5.1). Auflerdem ist (P(t, s))o<s<t<T Stetig
auf0 < s <t < T und es existiert eine Konstante C' > 0 so, dass fiir jedes 0 < s <t < T
qgilt:

(1.5.2) [(w—A@)P(t,s)] < Ct—s)" fir0 <0 <1,
(1.5.3) |P(t,s) — @A) | < Ot — s)ww.

Zusétzlich weil man wegen [143, Theorem 2.3|, dass es eine Konstante C' > 0 so gibt,
dass fiir alle 0 < s <t < T und beliebiges « € (0, 1] gilt

(1.5.4) [(w — A(t)*P(t, s)(w — A(s))™® — et946)|| < O(t — s5)"w.

Ist nun a = 0, so erhilt man wiederum (1.5.3). Schlielich liefert [143, Theorem 2.1] die
Existenz einer Konstanten C' > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir jedes 6 € (0, ) und jedes
x € D((w— A(t))?) gilt:

(1.5.5) 1P(, 5)(w = A(s))"x]| < Clu = 0)7(t = 5) 7|

Im Laufe der Arbeit wird es von Interesse sein, auch Abschitzungen und Aussagen fiir
die Operatoren % zu haben. Solche Abschétzungen und Aussagen wurden in [4,
Section 6] erzielt, indem die adjungierten Operatoren (A(t)", D(A(t)")):c,m betrachtet
wurden, deren Existenz durch die Dichtheit jedes D(A(t)) sichergestellt ist. Hierbei
beachte man, dass im Allgemeinen D(A(t)") nicht dicht beziiglich der Norm, sondern
lediglich o(E’, F)3-dicht ist. Hingegen weil man aufgrund eines Ergebnisses von Kato,
dass fiir reflexive E ein sektorieller Operator immer einen normdichten Definitionsbereich
besitzt (siche [146, Section VIII.4]).

Um also die gewiinschten Aussagen und Abschitzungen zu erhalten, ergdnze man die

obigen Bedingungen durch (siche [4, Section 6]):

(AT1)" Es gibt Konstanten w € R, K > 0 und ¢ € (5, ) so, dass fiir jedes t € [0,7]]
(¢, w) C o(A(t)") und fiir jedes \ € Xy, gilt:

K

IR G < 13—y

(AT2)" Es gibt Konstanten L > 0 und p, v € (0,1] mit u+v > 1 so, dass fiir jedes A € 3,
und jedes s,t € [0, 7] gilt:

[ Aw (@) RO, Aw (8)) (Aw()) " = (Au(s)) DI < LIt = s]*(|A] + 1)

3zur Definition siehe [140]
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1.5 Evolutionsfamilien

Da jeder dicht definierte Operator (C, D(C')) mit nichtleerer Resolventenmenge die Ei-
genschaften o(C’) = o(C) und R(\,C") = R(\, C)' fiir jedes A € p(C) hat, impliziert die
Bedingung (AT1) die Bedingung (AT1)".

Das folgende Ergebnis ist enthalten in [4, Theorem 6.4].

Satz 1.5.2. Die Familie dicht definierter Operatoren (A(t), D(A(t)))wcpor auf einem
Banachraum E erfille die (AT)-Bedingung und (AT2). Dann existiert eine Familie von
Operatoren (Q(t, s))o<s<i<r in B(E) derart, dass fir alle 0 < s <t <T gilt:

OP(t,s)
ds
Auflerdem existiert eine Konstante C' > 0 derart, dass fir alle 0 < s <t < T gilt:
lQ(t,s)l < C(t—s)7".
Schliefflich kann man auch noch folgendes Lemma zeigen

Lemma 1.5.3. Die Familie dicht definierter Operatoren (A(t), D(A(t)))icpo,r auf einem
Banachraum E erfille die (AT)-Bedingung. Dann existiert fir v > 0 undd € (v, 1) ein
C > 0 so, dass fir jedes s <t gilt

(1.5.6) I(w — A@®))° P(t,s)(w — A(s)) [ < C(t = 5)7".
Beweis: Nach Ungleichung (2.7) in [143] gilt fir beliebiges v € [0, 1]

|P(t, )| D(Aw(s))—Da@) < C(t — s)7 L,

=Q(t,s) und Q(t,s)xr = —P(t,s)A(s)x fir jedes x € D(A(s)).

und
12t )| p(aw (s1)—Dawer < G
sieche [143, Ungleichung (2.13)], wobei A, (t) := (w — A(t)). Somit gilt fir beliebiges
ae(0,1)
Pt )l Dw o)~ (DA@). DAy 0 < C (= 5)07DIT,
Nun gilt aber

(DA®), DA ot = Aut)” (D(Ault) ), DAL
= D(A ()07,

also
[P, 8) || D(Aw(s)r)—D(Aw @) a-D0-0r47) < [P, 8)]| D(Aw(s)7)—(D(AW®).D(Aw ()7))an
< C(t _ 5)(’7*1)(1%)'
Somit gilt fiir
-
a:=1- T € (0,1)

die folgende Abschétzung

[P (L, 8) || D(w—a(s))1)—D((w—act)ys) < Ot — )77,

was zu zeigen war. O
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1 Grundbegrifle

Genaue Aussagen iiber die Regularitidt von Losungen kann man in der Arbeit [1] von
PAOLO ACQUISTAPACE finden. Fiir spéitere Betrachtungen wird nur das folgende Ver-
wendung finden.

Proposition 1.5.4 ([1, Theorem 4.1(iii)]). Es sei E ein Banachraum und die Familie
von Operatoren (A(t), D(A(t)))tcpo,m erfille die (AT)-Bedingung. Dann gilt fiir jedes x
aus dem Interpolationsraum (E, D(A(0)))3

P(-,0)x € CA([0,T]; E).

Konstante Interpolationsraume

Fiir Anwendungen auf nichtlineare Gleichungen erweist sich der folgende auf HERBERT
AMANN, siehe [7], zuriickgehende Spezialfall als niitzlich.

Wir sagen, dass die Familie (A(t), D(A(t)))icpo,n die (A)-Bedingung erfiillt, falls die
Bedingung (AT1) fiir w = 0 erfiillt ist und zusétzlich gelten:

(Al) Es existieren Konstanten v € (0,1) und x > 1 sowie eine zuldssige Interpolati-
onsmethode ((-,)s)ge(0,1) und ein Banachraum (E,, || - [|,) derart, dass fiir jedes
s € [0,T] sowohl
E, = (E, D(A(s))).

als auch
£zl < lzllepae)), < sl r ek,

gelten.
(A2) Es gibt g € (1 —v,1) und n > 0 so, dass A~'(-) € C*([0,T], B(E, E,)) und

A7Nt) — AT _
sup I (t) (s)lle—m, <1
t,5€[0,T] |t — s|¥

gelten.

Bemerkung 1.5.5. Der obige Ansatz mit konstanten Interpolationsrdumen hat ge-
geniiber Ansdtzen, die mit konstanten Definitionsbereichen gebrochener Potenzen arbei-
ten, den Vorteil, dass die Aquivalenz der Normen (gleichmdfig beziiglich des Parameters
s) einfacher zu zeigen ist, zumal man im Allgemeinen die Definitionsbereiche gebroche-
ner Potenzen nicht kennt.

Dann hat man

Satz 1.5.6. Es sei IV ein Banachraum und die Familie (A(t), D(A(t)))iwcpm erfille die
(A )-Bedingung fir ;v und n. Dann erfillt sie auch die (AT)-Bedingung mit u, v und es
gilt fiir jedes € > 0 und beliebige (t,s) € Ar

157 NP emr + (= IADP(E ) omp < OO,
wobei § = conﬁu*l mit a € (1 — p,v).

Beweis: Ungleichung (1.5.7) erhdlt man aus 2.3.2 Theorem in [7] und den Rest aus den
Aussagen auf Seite 227 ebendort. m

18



1.5 Evolutionsfamilien

Konstante Definitionsbereiche

Wie bereits erwéhnt geht der nun zu betrachtende Fall konstanter Definitionsbereiche
zuriick auf die Arbeit [119] von PAVEL EVSEEVIC SOBOLEVSKIJ bzw. die Arbeiten
[122, 123] von HIROKI TANABE.

Die Bedingung (KD) sei durch die Familie (A(t), D(A(t))):cjo,r) auf einem Banachraum
E erfiillt, falls

1. D(A(t)) = D fiir jedes t € [0,T],
2. fiir jedes t € [0, 7] gilt
{z € C|Re(z) = 0} C p(A(t))

und es existiert eine Konstante C' > 0 so, dass

1

I = AW) "l < O B

fir jedes (A, t) € {z € C| Re(z) > 0} x [0,T] und
3. es gibt ein p € (0,1) mit

Dann gilt

Satz 1.5.7. Es sei I ein Banachraum und die Familie (A(t), D(A(t)))iwcp,m erfille die
(KD)-Bedingung. Dann erfillt sie auch die (AT)-Bedingungen mit = p und v = 1.

Der (KT)-Ansatz

Als Néchstes werden der Ansatz und die Ergebnisse der Theorie von T0sio KATO
und HIROKI TANABE (siehe [124, Section 5.3]) vorgestellt. Man sagt, dass die Familie
(A(t), D(A(t)))eo,r auf E der Bedingung (KT) geniige, falls die Bedingung (AT1) und
die nachfolgenden Bedingungen erfiillt sind:

(KT1) Die Abbildung [t — (—A,(t))™!] ist stetig differenzierbar in B(E).
(KT2) Es gibt Konstanten K > 0 und n € (0, 1) so, dass fiir alle s,t € [0,7] gilt:

| (A = (Al

< K|t — s|".

(KT3) Es gibt Konstanten L > 0 und p € (0,1) so, dass fiir jedes A € ¥(¢,w) und
t e [0,7] gilt:

im0
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1 Grundbegrifle

Dann hat man den folgenden Satz, siehe [124, Theorem 5.3.3] und [125, Theorem 6.1]:

Satz 1.5.8. Es sei E ein Banachraum und die Familie abgeschlossener linearer Opera-
toren (A(t), D(A(t)))icior erfille die (KT)-Bedingung. Dann existiert eine eindeutige
stark stetige Evolutionsfamilie (P(,5s))ws)ear, welche (1.5.1) auf D(A(s)) lost und fiir

OP(t,s)

alle v € E ist P(t, s)x eine klassische Losung von (1.5.1). Ferner hat der Operator ==

fiir alle 0 < s <t <T eine beschrinkte Erweiterung Q(t,s) und es gibt eine Konstante
C so, dass fir alle 0 < s <t <T qilt
1Q(t, s)[| < Ot —s)7".

In [124] wurde die folgende Darstellungsformel fiir P benutzt:
¢
(1.5.8) P(t,s) = 40 L V(¢ 5), wobei V(t,s) = / eEAOR(T, 5) dr

und (R(t,s))o<s<t<r C B(E) gemés
(1.5.9) |R(t, )| <Ct—s)P", 0<s<t<T
abgeschétzt werden kann.

Bemerkung 1.5.9. Wie man anhand von [3, Section 7] erkennt, sind die Bedingungen
(AT2) und (KT) ohne (AT1) logisch unabhdngig.

Lemma 1.5.10 ([4, Proposition A.1]). Es sei E ein Banachraum und die Familie li-
nearer Operatoren (A(t), D(A(t)))wco.r) erfille die (KT)-Bedingung. Dann existiert fiir
beliebige 0,6 € [0, 1] ein C > 0 mit

(1.5.10) |(w — A(t))°P(t,s)(w — A(s))7?|| < Ot — 5)"7° Vt, s € Ap.

Bemerkung 1.5.11. In [7] wird angemerkt, dass die (KT)-Bedingung fiir die Betrach-
tung nichtlinearer Probleme zu restriktiv sei und daher fiir solche Probleme die (AT)-
Bedingung vorzuziehen sei.

1.6 ~-radonifizierende Operatoren

Es sei E ein reeller separabler Banachraum. Dann heifit ein Mafl p auf dem Messraum
(E,B0(E)) Gaufmaf auf E, falls fiir jedes 2’ € E' das BildmaB p* ein GauBmaB auf
R ist, dabei sind auch Mafle der Gestalt d, fiir a € R als degenerierte Gaufimafle zu
verstehen. Zu jedem GauBmafl p auf (E,Bo(FE)) existiert ein m € F und ein @ €
B(E', E) so, dass fiir jedes 2’ € E' gilt

/E (o — mY? u(dr) = (o, Qa’).
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1.6 vy-radonifizierende Operatoren

Ein solches m nennt man dann auch Mittelwert von p und @Q Kovarianzoperator von p
und schreibt

w~ NE(m7 Q)

Gilt m = 0, so nennt man g auch zentriert .

Insbesondere ist ein solcher Operator () symmetrisch, d.h. (z’', Qy') = (¢, Qz’) fiir be-
liebige 2/, ¢ € FE’, und positiv, d.h. (z/,Qx’) > 0 fiir beliebiges 2’ € E’. Fiir einen
symmetrischen, positiven Operator Q von E’ nach E kann man einen Hilbertraum H
und einen Operator B € B(H, E) so konstruieren, dass () = BB’ und B'(E’) dicht in H
ist.

Ist nun u € Lo(Q), F,P; E) ein Zufallselement mit Werten in F, so heifit u Gauf$’sches
Zufallselement, falls das Bildmafl P* auf (F,Bo(FE)) ein Gaumaf ist.

Bemerkung 1.6.1. Detaillierte Darstellungen obiger Sachverhalte sind in dem Buch
[132] von VAZHA 1ZETOVICH TARIELADZE, SERGEI AKOPOVICH CHOBANYAN und NI-
KOLAT NTKOLAEVICH VAKHANIA# und dem Buch [15] von VLADIMIR IGOREVIC Bo-
GACEV enthalten. LAURENT SCHWARTZ konstruierte als Erster einen solchen Hilber-
traum. Die Definition von Gaufimaflen in unendlichdimensionalen Vektorrdumen geht
auf ANDREJ NIKOLAEVIC KOLMOGOROV in [67] bzw. MAURICE FRECHET in [/5]
zuriick.

Fiir die Theorie stochastischer Integrale erweist sich die folgende Operatorenklasse als
iiberaus niitzlich.

Definition 1.6.2. Es seien E ein separabler Banachraum, H ein separabler Hilbertraum
mit Orthonormalbasis (hy)ken und (gr)ren eine stochastisch unabhdingige Folge N'(0,1)-
verteilter Zufallsvariablen auf (2, F,P). Dann nennt man einen Operator R € L(H, E)
y-radonifizierend, falls die Reihe ), giRhi, in Lo(QQ; E) konvergiert.

Bemerkung 1.6.3. Die Konvergenz der Rethe impliziert insbesondere die Beschrinkt-
heitsbedingung sup, ey || > ey 9 RIk|| Lo(s5) < 00. Ergebnisse aus [46] zeigen, dass dann
R e B(H,E) gilt.

Fiir die folgenden unbewiesenen Aussagen sei auf die Dissertation [101] von ARNOLD L.
NEIDHARDT und den Artikel [11] von PETER BAXENDALE verwiesen. Der Untervektor-
raum der 7-radonifizierenden Operatoren von B(H, F) werde mit dem Symbol v(H, E)
bezeichnet. Versehen mit mit der Norm
2) %

ist dies ein Banachraum. . 3
Dies definiert ein Operatorenideal in B(H, E) im folgenden Sinn: ist H bzw. E ein
weiterer separabler Hilbert- bzw. Banachraum, so gilt fiir beliebige R € B(H,H), S €

(1.6.1) IR lour = (B[ 3 g
k

4Da es sich bei den genannten Personen vermutlich um Georgier handelt, wurde mangels Kenntnissen
der georgischen Sprache die Schreibweise des zitierten Buches tibernommen.
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1 Grundbegrifle

Y(H,E) und T € B(E, E) stets RST € ~v(H, E) und man kann die Norm von RST
abschéitzen gemafl

I1RST (|2, < 1Bl g0 1S v | Tl 56, 2)-

Ein Operator R € B(H, F) ist genau dann 7-radonifizierend, falls RR' € B(E', E') der
Kovarianzoperator eines zentrierten Gaufmafes p auf dem Messraum (£, Bo(F)) ist; in
diesem Falle gilt ||R||,2y(H7E) = [ llz|* p(dz).

Der Exponent 2 auf der rechten Seite in (1.6.1) kann dank der Hin¢in-Kahane®-Un-
gleichung, siehe (1.6.2), durch beliebiges p € (1, 00) ersetzt werden ohne an der Endlich-
keit des Ausdrucks etwas zu éndern.

Proposition 1.6.4 ([78, Corollary 3.2]). Es sei u ein Gaujf$’sches Zufallselement mit
Werten in einem separablen Banachraum E. Dann ezistiert zu beliebigen p, q € (0, 00)
eine Konstante K, , > 0 mit

(1.6.2) (E([ull?)> < Kpq E(lu]?)7

Ist nun H = Ly(0,T) oder Ly(0,T; H), so wird obiger operatorentheoretischer Begriff
vermittels Darstellungen angewandt, was nachfolgend erldutert wird.

Von einer Funktion ® : [0,7] — B(H, F) sagen wir, dass sie dual zu Ls(0,T; H) gehore,
falls fiir jedes 2’ € E' die Funktion [t — ®(t)'2’] zu Ls(0,T; H) gehort; in Zeichen ¢ €
D (L2(0,T; H)). Ein solches ® heiBt H-stark messbar, falls die Funktion [t — ®(t)h]
stark messbar ist fiir jedes h € H.

Wir definieren nun den Unterraum ~(0,7; H, F) als den Raum der H-stark messbaren
Funktionen @ : (0,7") — B(H, E), welche dual in Ly(0,7T; H) liegen und einen Operator
Rg € v(Ly(0,T; H), E) induzieren gemésf

Rolf) = / (1) f(1) dt.

wobei das auftretende Integral im Pettissinn zu verstehen ist, siche [99]. In diesem Fall
bezeichne

|90, = | Ra|ly(La0,7:10), 1)

die Norm. Ist H = R, so wird im Folgenden auch (0, T'; E') statt (0, T; R, E') verwendet.
Wenn E vom Rademachertyp 2 ist, dann gilt

Lemma 1.6.5 ([100, Lemma 6.1]). Es sei E ein separabler Banachraum vom Ra-
demachertyp 2 und H ein separabler Hilbertraum. Dann kann man den Banachraum
Ly(0,T;v(H, E)) auf kanonische Art in y(Lo(0,T; H), E) einbetten und es gilt

(1.6.3) [@lly0mim,8) < Col| @ Loy, @€ La(0, T 7(H, E)),

wobet Cy die Rademachertyp-2-Konstante von E bezeichnet.

Shenannt nach ALEKSANDR AKOVLEVIC HINCGIN und Jean-Pierre Kahane
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1.6 vy-radonifizierende Operatoren

Ohne Einschrankung an den Banachraum, aber mit speziellen Operatoren arbeitet das
folgende Lemma.

Lemma 1.6.6 ([41, Lemma 2.1]). Es sei E ein separabler Banachraum, H ein separabler
Hilbertraum und ® : [0,T7] — B(H,E) von der speziellen Gestalt & = fB fir ein
f € Ly(0,T) und ein B € v(H, E). Dann gelten ® € v(0,T; H, E) und

(1.6.4) 1@llv0,7:m.8) = [[f | L2000 | Blly(1,) -

Weitere Informationen zu den vorgestellten Themen findet man in den Werken [15, 63,
132].

1.6.1 y-Beschranktheit

Eng verwandt mit dem bereits eingefiithrten Begriff der R-Beschrianktheit ist der Begriff
der y-Beschrénktheit, dem wir uns jetzt zuwenden.

Definition 1.6.7. Es sei E ein Banachraum und T eine Untermenge von B(E). Dann
heiffit T ~-beschréankt, falls es eine Konstante C' > 0 so gibt, dass

N 2\ 1 N 2y 1
(S o) <0(E]S0 )

fiir jedes N > 1 und beliebige Folgen (T,,))_, C T und (x,))_, C FE gilt. Die kleinste
aller solchen Konstanten C' heifie die v-Schranke von 7 und werde mit v(T ) bezeichnet.

Dank der Hinc¢in-Kahane-Ungleichung, siehe (1.6.2), kann man statt des Exponenten 2
auf beiden Seiten beliebige Exponenten p, ¢ € (0, 00) wihlen, ohne an der Existenz einer
Konstanten C wie in obiger Abschitzung etwas zu dndern.

In beliebigen Banachrdumen ist jede R-beschrinkte Menge auch ~-beschréankt; ist E
sogar von endlichem Rademacherkotyp, so stimmen beide Begriffe iiberein (siehe [42,
Proposition 12.11] und [42, Theorem 12.27]).

Das néchste wichtige Ergebnis geht zuriick auf NIGEL J. KALTON und LuTz WEIS,
siehe [63, Proposition 4.11] und [98].

Proposition 1.6.8. Es gelte dim(H) > 1. Dann sind fir eine stark stetige Abbildung
N :(0,T) — B(E) die folgenden Bedingungen dquivalent:

1. Die Menge {N(t) : t € [0,T]} ist y-beschrdinkt mit Konstante C' > 0.
2. Fiir jedes ® € v(0,T; H, E) gilt N® € v(0,T; H, E) mit der Abschdtzung:
IN®[s0.1:0.8) < Cl|®l5(0.1:1.):
Analog zu Definition 1.3.8 formuliert man

Definition 1.6.9. Es sei (A, D(A)) ein sektorieller Operator vom Typ w, welcher dichtes
Bild habe, 6 € (w, ) und C > 0. Dann sagt man, dass A einen y-beschrinkten H>(3g)-
Funktionalkalkiil besitzt, falls

YA - I flla=,) <11 <C
qilt.
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1 Grundbegrifle

1.7 Stochastische Integration

Im endlichdimensionalen Fall ist die Theorie stochastischer Integration wohlentwickelt,
siehe etwa [24, 58, 65, 111], als Integratoren sind Semimartingale zugelassen.

Im Hilbertraumfall ist die Klasse der Integratoren dhnlich umfassend, siehe etwa [88, 89].
Aber bereits im unendlichdimensionalen Hilbertraumfall tritt bei der Wahl der Integra-
toren ein neues Phdnomen auf; ndmlich im Zusammenhang mit der Frage, was man als
Verallgemeinerung einer Brown’schen Bewegung wahlt.

Eine mogliche Wahl sind @)-Wienerprozesse und eine andere H-zylindrische Wienerpro-
zesse.

()-Wienerprozesse

Es sei E ein separabler Banachraum und () der Kovarianzoperator eines Gaufimafies auf
(E,Bo(F)). Ein E-wertiger stochastischer Prozess (W (t))i>o auf (©, F,P) heifit dann
Q- Wienerprozess, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

1. P(W(0) =0) =1,

2. fiir jedes n € N und beliebige 0 < ty < t; < ... < t, sind die Zufallselemente
Wi(t,) — W(tn-1),...,W(t1) — W(ty) stochastisch unabhéngig,

3. fiir jedes t > 0 gilt

4. die Pfade von W sind P-fast sicher stetig.

Mit Hilfe eines Satzes von Kolmogorov, siche Theorem 3.3 in [29] bzw. Satz 2.1.1, kann
man den folgenden Satz beweisen.

Satz 1.7.1. Es sei E ein separabler Banachraum, ) der Kovarianzoperator eines Gaufs-
mapes auf (E,Bo(E)) und (W (t))i>0 ein Q-Wienerprozess auf (2, F,P). Dann ezistiert
eine Version von (W (t));>o0, deren Pfade A-hélderstetig sind fiir jedes A < 3.

Bemerkung 1.7.2. Fine bessere Holderstetigkeit erreicht man bereits im eindimensio-
nalen Fall nicht, wie man in [65] oder [87] nachlesen kann.

Existiert auf (Q,F,P) eine Filtration (F:);>0, so nennen wir einen )-Wienerprozess
(W(t))t>0 dann Q-Wienerprozess beziiglich (F;)i>o, falls fiir jedes 2’ € E’ der stochasti-
sche Prozess ((z/, W (t)))i>0 eine (F)i>o-Brown’sche Bewegung ist.

H-zylindrische Wienerprozesse

Es sei H ein separabler Hilbertraum. Eine Familie (Wy(t));>0 C B(H, Lo(Q2, F,P)) wird
als (H-)zylindrischer Wienerprozess bezeichnet, falls sie die folgenden Eigenschaften
besitzt:
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1.7 Stochastische Integration

1. fir jedes h € H \ {0} ist (WWH(t)h)tZO eine 1-dimensionale standardisierte
Brown’sche Bewegung,

2. fiir beliebige t1,ts € [0,00) und beliebige hy, hy € H gilt
E(WH(tl)hl . WH(t2>h2) == min(tl, tg)[hh hQ]H

Existiert auf (2, F,P) eine Filtration (F;)¢>0, so nennen wir einen (H-)zylindrischen
Wienerprozess Wy dann (H - )zylindrischen Wienerprozess beziiglich (F;)¢>o oder auch
auch (H-)zylindrischen (Fi)i>o- Wienerprozess, falls fiir jedes h € H die eindimensionale
Brown’sche Bewegung (Wg(t)h):>o eine (F;)i>o-Brown’sche Bewegung ist.

Bemerkung 1.7.3. Fiir einen Q- Wienerprozess ist definitionsgemdf () ein Gauf’scher
Kovarianzoperator auf E, also existiert ein Hilbertraum Hg und B € v(Hg, E) mit

Q) = BB' und B'(E') = Hg, siehe [97, 132]. Durch die Vorschrift
W, (t)B'z' == («',W(t))

wird dann ein (Hg-)zylindrischer Wienerprozess definiert.
Ist umgekehrt Wy ein (H -)zylindrischer Wienerprozess und B € v(H, E), so wird durch
die Vorschrift

Wo(t) := BWy(t) == Y _ Wi(t)hyBhy
keN
ein Q-Wienerprozess auf E definiert mit Q = BB’, wobei wie tiblich H mit H' identifi-
ziert werde.

Bemerkung 1.7.4. Fiir den Hilbertraumfall wurden verschiedene Konstruktionen von
Wienerprozessen 1974 von MARC YOR in [145] vorgestellt.

Zum Begriff des H-zylindrischen Prozesses

Es sei E ein normierter Vektorraum und A C E’ eine Menge. Dann definieren wir auf £
zunéchst fiir beliebiges n € N und a4, ...a, € A eine o-Algebra gemif

Bagoan = (a1, a,) H(Bo(R") = {(ay,...,a,) " (B)| B € Bo(R")}

Es gilt dann natiirlich 34(EF) C Bo(F). Ist E separabel und A punktetrennend, so gilt
sogar 0(34(F)) = Bo(E), siche [132].

Eine Abbildung p von 3 4(E) nach [0, 1], deren Einschrinkung auf beliebiges 3., 4, €in
Wahrscheinlichkeitsmafl definiert, nennen wir A-zylindrisches Mafl oder auch A-Zylin-
dermafl. Dann bezeichnen wir eine Abbildung f : A — Ly(2, F,P) als A-zylindrisches
Zufallselement, falls f vermittels
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1 Grundbegrifle

fir B = (ay,...,a,) Y (B), B € Bo(R"), ein A-ZylindermaB definiert. Wie man in [80,
132] nachlesen kann, sind A-Zylindermafie und A-zylindrische Zufallselemente die zwei
Seiten einer Medaille: zu jedem A-Zylindermafl gehort ein A-zylindrisches Zufallselement
und zu jedem A-zylindrischen Zufallselement gehort genau ein A-Zylindermas.

Unter der Identifizierung von H’ mit H ist dann (Wg(t)):>o eine Familie H-zylindrischer
Zufallselemente, also ein H-zylindrischer stochastischer Prozess.

Weitere Ergebnisse zu zylindrischen Prozessen kann man zum Beispiel in dem Buch [89]
von MICHEL METIVIER und JEAN PELLAUMAIL finden.

1.7.1 Deterministische Integranden
Fiir Treppenfunktionen f € Ly(0,7T; H) der Gestalt

f(t) = Z P L (a1
k=1

wobei hy € H, ag, by € (0,T) und ay < b < agy1 gelten, definiert man das stochastische
Integral von f beziiglich Wy, in Zeichen fOTf(t) dWpg(t), geméaB

T n
/ F&) AWy (t) = (W (be)hi — Wi (ar) ).
0 1

k=

Dann gilt . .
K / F(t) AW (D)) = / LA dt.

und man kann diese Isometrie unter Verwendung der gleichen Bezeichnung auf ganz
Ly(0,T; H) fortsetzen.

Wie in [99] sagt man dann, dass eine Funktion ® : [0,7] — B(H, E), welche dual
in Ly(0,T; H) liegt, stochastisch integrierbar (auf [0,T] beziiglich Wy) sei, falls es ein
Y € Ly(Q; E) so gibt, dass fiir jedes 2/ € E’ die folgende Gleichung P-fast sicher gilt:

(m’,Y>:/0 O(t)x" dWy(t).

Das Zufallselement Y heifit dann stochastisches Integral von ® und werde mit

/ "B dWa ()

bezeichnet.
Diese Definition zieht die folgende Charakterisierung von JAN M.A.M. VAN NEERVEN
und LuTtz WEIS nach sich, siehe [99, Theorem 4.2].

Proposition 1.7.5. Es sei E ein separabler Banachraum und H ein separabler Hil-
bertraum. Fir eine H-stark messbare Funktion ® : [0,T] — B(H, E), welche dual in
Ly(0, T H) liege, sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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1.7 Stochastische Integration

1. ® €~(0,T; H, E).
2. ® ist stochastisch integrierbar auf [0,T].

Auferdem gilt folgende Isometrieeigenschaft:

(1 [ o) a0 = 19105,

Ein iiberaus niitzliches Hilfsmittel, um stochastische Integrierbarkeit nachzuweisen, lie-
fert

Lemma 1.7.6. [99, Corollary 4.4] Es sei E ein separabler Banachraum und H ein
separabler Hilbertraum. Zudem liege ®; : [0,T] — E dual in Ly(0,T; H) firi = 1,2.
Ist &1 stochastisch integrierbar und existiert eine Konstante C' > 0 so, dass fir jedes
el

T T
/ 1@y’ | dt < C? / 1@ ()’ | e
0 0

qilt, so ist auch ®y stochastisch integrierbar und man hat

||/ Bo(t) AWy (1)]2) < C°E( II/ b AW (®)]2).

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird insbesondere die stochastische Faltung
t

(WaoOheom = [ P58 aW(o)

0 te[0,T

genauer betrachtet, wobei wie bisher der Familie (A(t), D(A(t)))cjo,r) genau eine stark
stetige Evolutionsfamilie auf E zugeordnet sei und B € B(H, E). Um sich zumindest
von der starken Messbarkeit solcher Prozesse zu iiberzeugen, erweist sich das folgende
Lemma als hilfreich.

Lemma 1.7.7. Es set E ein separabler Banachraum und H ein separabler Hilbertraum.
Zudem sei @ : [0, T)?> — B(H, E) H-stark messbar und fiir jedes t € [0,T] liege ®(t,")
dual in Ls(0,T; H). Ist nun fir jedes t € [0,T] die Abbildung [s — ®(t,s)] stochastisch
integrierbar, so besitzt der stochastische Prozess ¢ : [0, T] x Q — E, definiert gemafs

C(t):/o O(t,s) dWy(s),

eine stark progressiv messbare Version.
Um dies zu zeigen, kann man sich des folgenden Lemmas bedienen.

Lemma 1.7.8. Es sei E ein vollstindiger separabler metrischer Raum. Ist ¢ : Ry x ) —
E adaptiert und messbar, so besitzt ( eine progressiv messbare Version.
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1 Grundbegrifle

Beweis: Es folgt aus [62, Theorem A1.2], dass F borelisomorph zu einer Borel’schen
Teilmenge von [0, 1] ist, d.h. es existiert eine Borelmenge A C [0, 1] und eine bijektive
messbare Abbildung f : E — A so, dass f~'auch messbar ist. Sei n = f(¢), dann ist
n adaptiert und messbar, also hat  geméf [33, Section IV.30] eine progressiv messbare
Version 7). Es bezeichne C' = 777 !(A), dann ist C' progressiv messbar. Da 7 eine Version
von 7 ist, erhdlt man fiir jedes ¢ € R, die Gleichheit P(C*) = 1, wobei C* = {w €
Q| (t,w) € C}. Definiert man nun 77 : Ry x Q@ — A als 7 = 71, so ist 77 progressiv
messbar und eine Version von 7); als solche natiirlich auch eine Version von 7. Folglich
ist ( = f~'(n) eine gesuchte Version. O

Beweis von Lemma 1.7.7: Wenn man zeigt, dass ¢ eine stark messbare Version ¢ besitzt,
so ist man fertig. In der Tat sind dann ¢ und somit auch f adaptiert, sodass die Existenz
einer progressiv messbaren Version aus Lemma 1.7.8 folgt. Wegen des Messbarkeitssatzes
von Pettis ist diese Version dann auch stark progressiv messbar.

Der Beweis benutzt Techniken aus [33, Section IV.30]. Wir definieren eine H-stark mess-
bare Funktion W : [0,7]> — B(H, E) durch ¥(t,s) := ®(t, s)1jp4(s). Ebenso wie in [97,
Lemma 2.8] kann man nun zeigen , dass die Funktion [0,7] 3¢t — ¥(¢,-) € v(0,T; H, E)
stark messbar ist. Da die darstellbaren Elemente im Banachraum ~(L2(0,T; H), E') dicht
liegen, kénnen wir eine Folge von Funktionen (®,,),>; mit &, : [0,7]* — B(H, E) so
finden, dass jedes ®,, : [0,T] — v(L2(0,T; H), E) nur abzéhlbar viele Werte annimmt,

d.h.
O, = 1pn®p

k>1

mit B} € Bo([0,7]) und O} € v(0,T; H, E), und fiir jedes t € [0, T] gilt
|W(t) = D0ty <277

Es folgt aus Proposition 1.7.5, dass

<o
L2 (E)

H /OT(\I/(t, §) — B, (t, 5)) AW (s)

fiir jedes t € [0, 7] ist. Folglich gilt fiir jedes t € [0, 7] P-fast sicher

¢(t,-) :/0 U(t,s)dWg(s) = lim D, (t,s) dWg(s).

n—oo 0

Nun hat fiir jedes n € N aber

/OT n(8) dWi(s) = Lpp(: / (s) dWh(s)

k>1

eine stark Bo([0,7T]) ® Fpr-messbare Version, etwa ¢, : [0,7] x Q@ — E. Ist dann C' C
[0,7] x © die Menge aller Punkte (t,w), fiir die ({,(t,w))nen in E konvergiert, so gilt
C' € Bo([0,T])) ® Fr. Somit kénnen wir einen stochastischen Prozess ¢ gemiB ¢ =
limy, .00 (e definieren. Es folgt, dass ¢ stark B0([0,T]) ® Fr-messbar ist und fiir jedes
t € [0,T] folgende Gleichheit P-fast sicher gilt: C(t,-) = ((t, -). O
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1.7.2 Zufallige Integranden

War es im Fall deterministischer Integranden noch moglich, stochastische Integrierbar-
keit in beliebigen separablen Banachrdumen zu charakterisieren, so muss man sich fiir
zufillige Integranden bedingt durch die gewéhlte Methodik auf eine gewisse Teilklasse
separabler Banachrdume einschrinken.

Die in der Literatur bereits vorhandenen Erweiterungen auf Banachraume, siehe etwa
[19, 36, 37], kann man als direkte Verallgemeinerung der Hilbertraumtheorie auffas-
sen, da in der Klasse der Banachrdume vom Martingaltyp 2 gerade eine entsprechende
Ly-Ungleichung gilt. Dieses Integral wird im ersten Teil dieses Unterabschnittes kurz
vorgestellt.

Um in anderen Banachrdumen ein stochastisches Integral zu charakterisieren, muss man
sich etwas Neues iiberlegen. JAN M.A.M. VAN NEERVEN, MARK C. VERAAR und
Lutz WEIS haben in [97] eine Theorie stochastischer Integrale in Banachrdumen mit
der UMD-Eigenschaft bzw. UMD*-Eigenschaft mit Hilfe eines ,decoupling“-Ansatzes
entwickelt. Im zweiten Teil dieses Unterabschnitts werden die wichtigsten Ergebnisse
ihrer Theorie dargestellt.

Stochastische Integrale in Banachraumen vom Martingaltyp 2

Da wir spéter gerade nicht das in solchen Banachrdumen entwickelte stochastische In-
tegral verwenden wollen, wird hier nur der wesentliche Existenzsatz zitiert. Fiir mehr
Informationen iiber dieses stochastische Integral konsultiere man [19, 36, 101].
Ausgehend von Treppenfunktionen kann man in diesem Fall analog zum Hilbertraumfall
ein stochastisches Integral beziiglich Wy definieren und erhélt

Satz 1.7.9. Es seien H ein separabler Hilbertraum, (2, F,P,(Fi)i>0) ein filtrierter
Wahrscheinlichkeitsraum, Wy ein H-zylindrischer Wienerprozess beziiglich (Fi)i>o und
E ein separabler Banachraum vom Martingaltyp 2. Dann ist jedes f € Loz ([0,T] x
Q;v(H, E)) stochastisch integrierbar beziiglich Wy und es existiert eine Konstante Cy >
0 so, dass fiir jedes solche f gilt

MWAJWMmeWHUﬁMA|U®M@Eﬁ%

dabei bezeichnet Lo £ ([0,T] x Q;v(H, E)) die progressiv messbaren Elemente des Raums
Lo((0.T] x Q:5(H, E)).

Stochastische Integrale in Banachraumen mit der UMD-Eigenschaft

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse aus [97] vorgestellt. Dabei liege ein H-stark
(Ft)tejo,r-progressiv messbarer stochastischer Prozess ® : [0,T] x Q — B(H, E) dual in
L,(€; Ly(0,T; H)), falls fiir jedes 2/ € E’ der H-wertige stochastische Prozess &'z’ zu
L,(€; Ly(0,T; H)) gehort.

Der Begriff der stochastischen Integrierbarkeit ist Gegenstand der folgenden Definition.
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1 Grundbegrifle

Definition 1.7.10. Es seien H ein separabler Hilbertraum, (2, F,P, (Fi)i>0) ein fil-
trierter Wahrscheinlichkeitsraum, Wy ein zylindrischer (Fi)i>o- Wienerprozess, E ein
separabler Banachraum, T > 0 und p € (1,00).

Dann nennt man einen H-starken (F;)icjo,r)-progressiv messbaren stochastischen Pro-
zess © : [0,T] x Q — B(H,E), welcher dual in L,(S%; Ly(0,T; H)) liege, auf [0,T]
L,-stochastisch integrierbar beziiglich Wy, falls ein n € L,(2; E) so existiert, dass fiir
jedes ' € E'" in L,(2) gilt

(') :/0 O(t) " dWg(t).

Als Grundlage fiir den Aufbau der hier vorgestellten Theorie stochastischer Integrale
beziiglich H-zylindrischer Wienerprozesse in Banachrdumen mit der UMD-Eigenschaft
dient das folgende Lemma.

Lemma 1.7.11 ([97, Lemma 3.5]). Es seien H ein nichttrivialer separabler Hilbertraum,
(Q, F,P, (F)i=0) bzw. (Q,F,P,(F)is0) filtrierte Wahrscheinlichkeitsriume, Wy bzw.
Wy stochastisch unabhingige H-zylindrische (Ft)e0- bzw. (ﬁ)tZD—Wz’enerpmzesse, E
ein separabler Banachraum, T' > 0 und p € (1, 00).

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. E hat die UMD-FEigenschaft;

2. fir jeden elementaren H-stark (F;)cjo,m-progressiv messbaren stochastischen Pro-
zess : [0, T x Q — B(H, E) gilt die ,decoupling“-Ungleichung

B, o0 dTa(®l) < B / 0 dWu(o))

(1.7.1)
(B [ o) a0

Bemerkung 1.7.12. Die Ungleichungskette (1.7.1) ist die entscheidende Abschitzung
fiir den ,decoupling“-Ansatz; dann kann man Integrand und Integrator als stochastisch
unabhdngig betrachten, also in gewissem Sinn als ,entkoppelt”.

Der Begriff ,decoupling® ist zentraler Gegenstand des Buchs [108] von EVARIST GINE
und VICTOR H. DE LA PENA. In dem Buch [77] von STANISLAW KWAPIEN und WOJ-
BOR A. WOYCZYNSKI wird ebenfalls ein ,decoupling“-Ansatz fiir stochastische Integrale
vorgestellt.

Dieses Lemma fiihrt zu folgender Charakterisierung L,-stochastischer Integrierbarkeit.

Satz 1.7.13 ([97, Theorem 3.7]). Es seien H ein nichttrivialer separabler Hilbertraum,
(Q,F, P, (Fi)i=0) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, Wy ein H -zylindrischer Wie-
nerprozess beziiglich (F;)i>0, p € (1,00) , T'> 0 und E ein separabler Banachraum mit
UMD-Figenschaft.

Fiir einen H-stark (F)icjo,r1-progressiv messbaren stochastischen Prozess ® : [0,T] x
Q — B(H,E), welcher dual in L,(€; L2(0,T; H)) liege, sind die folgenden Aussagen
dquivalent:
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1.7 Stochastische Integration

1. @ ist auf [0, T beziglich Wy Ly,-stochastisch integrierbar,

2. es existiert eine Folge (®p)nen elementarer H-stark (F)ic(o,r-progressiv messbarer
stochastischer Prozesse so, dass gilt:

a) fir jedes ' € E' hat man lim,,_., @, 2’ = &'z’ in L,(; L2(0,T; H)) und
b) es existiert ein n € L,(2; E) so, dass

T
N =r,(E) lm D, (t) dWg(t).

n—oo 0
3. @ induziert ein Element X aus L,(€2;v(L2(0,T; H), E)).

In diesem Full sind die Zufallselemente n in 1. und 2. eindeutig bestimmt und stimmen
P-fast sicher diberein; X in 3. liegt in Ly, 7 (Q;v(L2(0,T; H), E)) und es gilt n = I'V# (X)
in L,(Q; E).

Auflerdem gilt

BN o) 2 B[ 20 Va0l

Mehr Informationen zu stochastischen Integralen in Banachrdumen mit der UMD-Ei-
genschaft findet man in der Arbeit [97] von JAN M.A.M. VAN NEERVEN, MARK C.
VERAAR und LUTZ WEIS.

Stochastische Integrale in Banachraumen mit der UMD*-Eigenschaft

Viele Ergebnisse aus [97] gelten ebenso in Banachriumen mit der UMD*-Eigenschaft,
wie von MARK C. VERAAR in [133] festgestellt wurde. Die natiirlichen Grenzen solcher
Verallgemeinerungen werden ebenfalls in [133] beleuchtet, dabei handelt man sich aus
technischen Griinden eine kleine Beschréankung ein: die zugrundeliegende Filtration muss
von der Gestalt (F"" ® F )0 sein, wobei (F;"");s¢ die kanonische Erweiterung der von
Wy induzierten Filtration und (Q, F,P) ein zweiter Wahrscheinlichkeitsraum ist.

In dem Artikel [96] von JAN M.A.M. VAN NEERVEN, MARK C. VERAAR und LuTz
WEIS kann man den folgenden, fiir die Belange dieser Arbeit relevanten Satz finden.

Satz 1.7.14. Es sei E ein separabler Banachraum, H ein separabler Hilbertraum und
Wy ein H-zylindrischer Wienerprozess auf (2, F,P). Fir einen H-stark messbaren,
adaptierten stochastischen Prozess ® : [0,T] x Q — B(H, E), welcher dual in dem Raum
Lo(§2; Lo (0, T H)) liege, betrachte man die folgenden Aussagen:

1. Es gibt elementare H-stark progressiv messbare Prozesse ®,, : [0,T]|xQ — B(H, E)
so, dass:

(i) fiir beliebige h € H und ' € E' hat man lim (®,h, 2"y = (®h, 2" nach Map;

n—oo
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1 Grundbegrifle
(i1) Es gibt einen Prozess ¢ € Lo(Q2;C([0,T]; E)) so, dass

C=tim [ @,(6)dWn(t) in Lo(: C(0,T]: E)).

n—oo 0

. s gibt etnen Prozess ¢ € Lg({); , 1 s0, dass fir jedes x' € 0t
2. Es gibt ei P ¢ € Lo(Q;C([0,T); E)) dass fiir jed "e £ gil

(€0} = /0 () dWa(t) i Lo(Q: C0,T)).

3. ® € ~4(0,T; H, E) P-fast sicher.

Es gilt stets 1. = 2. und die Prozesse ¢ in 1. und 2. sind sowohl ununterscheidbar als
auch eindeutig bestimmt als Elemente von Lo(Q;C([0,T]; E)). Sie sind stetige lokale
Martingale, welche in 0 starten.

Hat E die UMD~ -Figenschaft und ist die Filtration so wie oben angegeben, dann gilt 3.
= 1. und fir jedes p € (1,00) gilt

E( sup [[CO") < (CTPEIPI 0 1,11,5))-

t€[0,T]
Hat E die UMD -FEigenschaft und ist die Filtration so wie oben angegeben, dann gilt 1.
= 3. und fiir jedes p € (1,00) gilt

E(HCI)Hz(QT;H,E)) < (CT)E sup [[C(H)]P.
te[0,7)

Hat E die UMD-FEigenschaft, dann sind alle Aussagen dquivalent und fir jedes p &
(1,00) gilt
E%%%HGUW):EW@M@nm@)
S )

In einer weiteren Arbeit [95] bewiesen JAN M.A.M. VAN NEERVEN und MARK C.
VERAAR folgende stochastische Sétze von Fubini.

Satz 1.7.15 (]|95, Theorem 3.5]). Es seien H ein separabler Hilbertraum, (S,%,0) ein
Mapraum, (Q,F,P, (Fi)is0) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und ® : S x [0,T] x
Q — H ein stochastischer Prozess mit den folgenden Eigenschaften:

1. @ ist stark ¥ ® Bo([0,T]) ® F-messbar,

2. fiir jedes s € S ist ®(s,-,-) progressiv messbar und

3. fir P-fast alle w € Q gehort die Abbildung ®(-,-,w) zu Ly(S; Lo(0,T; H)).
Dann gilt:

1. fiir o-fast alle s € S ist der stochastische Prozess ®(s,-,-) stochastisch integrierbar

auf [0, T beziiglich Wy,
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1.7 Stochastische Integration

2. fir (A®P)-fast alle (t,w) ist die Abbildung ®(-,t,w) ein Element von L(S; H) und
es ezistiert ein progressiv messbarer stochastischer Prozess ®, : [0,T] x Q — H,
welcher stochastisch integrierbar beziiglich Wy ist, so, dass fir (A @ P)-fast alle
(t,w) gilt

D, (t,w) :/S(I)(s,t,w) o(ds),

3. fur P-fast alle w € Q gehort die Abbildung [s — (fOT O(s,t) dWH(s)) (w)] 2zu Ly(S)

und man hat

/S ( /OT O(s, ) dWH(S)) (w)o(ds) = ( /O ' D, (1) dWH(t)) (w).

In Zusammenhang mit stochastischen Integralen zufélliger Integranden lautet der Satz
wie folgt:

Satz 1.7.16 ([95, Theorem 3.6]). Es seien H ein separabler Hilbertraum, E ein separa-
bler Banachraum mit UMD~ -Figenschaft, (S,%,0) ein Mafraum, (2, F,P, (Fi)i>0) ein
filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und ® : S x [0,T] x Q — B(H, E) ein stochastischer
Prozess mit den folgenden Figenschaften:

1. fir jedes h € H ist ®h ist stark ¥ @ Bo([0,T]) @ F-messbar,
2. fir jedes s € S ist ®(s,-,-)h progressiv messbar fir beliebiges h € H und

3. fur o @ P-fast alle (s,w) € S x Q induziert die Abbildung [t — ®(s,t,w)]| ein
Element Uy, € v(L2(0,T; H), E) und fiir P-fast alle w € Q definiert die Abbildung
[s — Us] ein Element von Li(S;v(L2(0,T; H), E)).

Dann gilt:

1. fiir o-fast alle s € S ist der stochastische Prozess (s, -,-) stochastisch integrierbar

auf [0, T beziiglich Wy,
2. fir jedes ' € E" und (AQP)-fast alle (t,w) € [0, T]xQ definiert die Abbildung [s —
O(s,t,w)'a’] ein Element von Li(S; H) und es existiert ein progressiv messbares

O, € Lox (7(L2(0,T; H), E)) so, dass fir jedes ' € E' und (A @ P)-fast alle
(t,w) gilt

(2 B, (1 w) = /S (s, t,w)'z’ o(ds),

3. fir P-fast alle w € Q gilt [s — (fOT (s, t) dWH(s)> (w)] € L1(S; E) und man hat

/S (/OT (s,7) dWH(S)) (w)o(ds) = (/OT P, (t) dWH(t)) ().
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1 Grundbegrifle

1.8 Weitere nutzliche Resultate

Schliellich werden noch einige Ergebnisse vorgestellt, welche im Laufe der Arbeit ver-
wendet werden, ohne in einen der bisherigen Abschnitte zu gehéren.

Lemma 1.8.1 ([20, Lemma 5.4]). Es sei E' ein vollstandiger topologischer Vektorraum,
I eine beliebige nichtleere Indexmenge und (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Zu-
dem seien durch (n;)ier und ((;)ier Familien E-wertiger Zufallselemente gegeben, deren
Verteilungen straff sind. Dann sind die Verteilungen von (n; + (;)icr straff.

In [132] findet man als Theorem 3.6 folgenden Satz.

Satz 1.8.2 (Satz von Prohorov). Es sei E ein vollstindig requldrer topologischer Haus-
dorffraum. Ist (j1;):;er eine straffe Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf dem Mess-
raum (E,B0(E)), so ist (;)icr relativ kompakt in My (E) beziiglich der schwachen To-
pologie, wobei My (E) die Wahrscheinlichkeitsmafe auf (E,Bo(E)) bezeichnet.

Ist E homdomorph zu einem wvollstindigen metrischen Raum, so gilt auch die Umkeh-
rung.

In [15] steht als Theorem 3.8.6 der folgende Satz.

Satz 1.8.3 (Satz von Skorohod). Es sei (n)nen eine Folge von Borel’schen Wahr-
scheinlichkeitsmaflen auf einem vollstindigen, separablen nichtleeren metrischen Raum
E, welche im Sinn der Wahrscheinlichkeitstheorie schwach gegen ein Borelmafl p kon-
vergieren. Dann existieren ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) und messbare Abbil-
dungen £,&, : Q — E so, dass p, = P&, u=P* und &, — & P-fast sicher fiir n — oo.

In [106] findet man als Theorem 3.1 eine Verallgemeinerung des folgenden Martingaldar-
stellungssatzes.

Satz 1.8.4. Es sei (Q,F, P, (Fi)i>0) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, H ein se-
parabler Hilbertraum, E ein separabler Banachraum, D C E' ein punktetrennender Un-
terraum und g : [0,T] x Q — B(H, E) ein H-stark (F;)icjo,r)-progressiv messbarer sto-
chastischer Prozess, welcher dual in Lo(§2; Lo(0,T; H)) liege.

Ist M ein D-zylindrisches stetiges Lo-Martingal mit P-fast sicher

t
M@= [ sl ds, o €D,
0
und gilt eine der beiden folgenden Voraussetzungen:
1. g ist A ® P-fast sicher injektiv,
2. auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,P) existiert eine stochastisch unabhdingige

Folge (B™),.en von (F;)i>0-Brown’schen Bewegungen, die stochastisch unabhingig
von M ist,
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1.8 Weitere niitzliche Resultate
so existiert ein H-zylindrischer (Fi)i>o- Wienerprozess Wy so, dass fir jedes ' € D
P-fast sicher gilt
¢
(M@ = [ als)s’ aWa(s)
0
Bemerkung 1.8.5. Ahnlich wie in der Arbeit [39] von EGBERT DETTWEILER kann
man auf die im Satz genannten Voraussetzungen verzichten, wenn man bereit ist, den

urspringlichen Wahrscheinlichkeitsraum zu erweitern, um so die Voraussetzung 2. zu
erfillen.

In [117] findet man
Lemma 1.8.6. Es seien g € L1(0,T) und h € L,(0,T), q € [1,00], nicht negative
Funktionen. Gilt fiir eine nichtnegative Funktion f € L1(0,T)

t

(1.8.1) F(t) < h(t) +/ o= ) f(s)ds, 0<t<T
0

so existiert eine Konstante L = L(g) > 0 mit

(1.8.2) [ £l Ly0.1) < LAl Ly07)-

Eine Verallgemeinerung des Satzes von Arzela-Ascoli ist Gegenstand des folgenden Lem-
mas.

Lemma 1.8.7 ([32, Lemma 2.1]). Es sei E ein Banachraum und I C R ein beschrinktes
Intervall. Dann ist eine Teilmenge M C C(I; E) genau dann relativ kompakt, wenn M
gleichgradig stetig ist und fiir jedes i € I die Menge {m(i)|m € M} relativ kompakt in
E st

Darauf aufbauend bewies JACQUES SIMON in [118] die folgende Charakterisierung relativ
kompakter Mengen in L,(0,T; E).

Lemma 1.8.8 ([118, Theorem 1]). Es sei E ein separabler Banachraum und M eine
Teilmenge von L,(0,T; E) fir p € [1,00). Dann ist M relativ kompakt in L,(0,T; E)
genau dann, wenn fiir M die folgenden Aussagen gelten:

1. fiir beliebige 0 <ty < ty < T ist die Menge

{/tQm(t)dt]mEM}

relativ kompakt in E und

2. es gilt

T—h
lim sup / It + h) — m(®)|[% dt = 0.
h10 mem 0
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1 Grundbegrifle
Leider erweist sich in Anwendungen Bedingung 1. als schwierig iiberpriifbar; in solchen
Situationen leistet das folgende Lemma wertvolle Dienste.

Lemma 1.8.9. Es sei E ein separabler Banachraum, p, q € [1,00), T > 0 und E ein
weiterer separabler Banachraum, welcher kompakt in E einbette. Dann ist eine Menge
M C L,(0,T;E)N L,0,T; E) relativ kompakt in L,(0,T; E), falls

1.
T—h
lim sup / |lm(t +h) —m(t)||%dt =0 und
0

hl0 mem
2. M eine beschrinkte Teilmenge von Ly(0,T; E) ist.

Beweis: Die Aussage folgt aus Remark 1.4 und Theorem 1 in [114]. [
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2 Die Faktorisierungsmethode

2.1 Einleitung

Eine zentrale Frage dieser Arbeit betrifft die Pfadregularitéit von E-wertigen stochasti-
schen Prozessen der Art

(2.1.1) (AQWJWQMWﬂ@lwﬂ,

wobei (P(t,5))us)en, eine stark stetige Evolutionsfamilie auf £ und der Prozess & :
[0,T]xQ — B(H, E) derart H-stark progressiv messbar ist, dass [(s,w) — P(t, s)®(s,w)]
stochastisch integrierbar ist auf [0, ¢] fiir jedes t € (0,T].

Klassischerweise greift man bei Fragen zur Pfadstetigkeit auf einen Satz von Kolmogorov
zuriick, der wie folgt lautet:

Satz 2.1.1 ([29, Theorem 3.3]). Es sei (u(t))icp) €in stochastischer Prozess mit Werten
in einem separablen Banachraum E. Auferdem gelte fiir Konstanten C > 0, € > 0 und
d > 1 sowie beliebige t, s € [0,T]

E(llu(t) — u(s)l”) < CJt — s|"*.

Dann existiert eine Version von u, deren Pfade P-fast sicher \-hélderstetig sind fiir
A< 5.
)

Einen anderen Weg zu solchen Pfadregularitéitsaussagen ercffnet die im Titel angespro-
chene Faktorisierungsmethode; ihren Ausgangspunkt bildet die folgende P-fast sichere
Gleichheit fiir ein a € (0, 1)

sin(ma)

(2.1.2) /0 P(t, 5)D(s) AWy (s) (Ru®a)(8),

™

wobei .
(Raf)) = [ (6= 9 Pt9)f(5)ds
0
fiir eine geeignete Funktion f: [0,7] — F und
t
O, (1) = / (t—s) “P(t,s)P(s) dWg(s).
0
Man erkennt, dass es die Faktorisierungsmethode erlaubt, Pfadeigenschaften des Pro-

zesses aus (2.1.1) vermittels der Faktorisierungsgleichung (2.1.2) aus den Abbildungsei-
genschaften von R,, dem Faktorisierungsoperator, und der Existenz von ®, abzuleiten.
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2 Die Faktorisierungsmethode

2.2 Der Faktorisierungsoperator R,

Ziel dieses Abschnitts ist es, die Abbildungseigenschaften des Faktorisierungsoperators
R, zu analysieren. Die vorgestellten Kompaktheitsresultate sind dabei wesentlich fiir die
Ergebnisse im Kapitel 4.

2.2.1 Abbildungseigenschaften im allgemeinen Fall

Ist (P(t,5))ts)ea, €ine beliebige stark stetige Evolutionsfamilie auf £, so hat man

Lemma 2.2.1. Es seien E ein separabler Banachraum und (P(t,s))wsea, eine stark
stetige Evolutionsfamilie auf E. Zudem seien o € (0,1) und p € (1,00) mit pa > 1
gegeben. Dann ist die Abbildung R : [0,T] — E definiert durch

t
(2.2.1) RI(t) = / (t —s)*'P(t,s)f(s)ds

0
fir jedes f € C([0,T]; E) stetig und geniigt der folgenden Abschditzung

(2.2.2) IR lcqo.e) < Cllf 1L 0.1:8)-

fiir eine Konstante C' > 0. Folglich lisst sich der lineare Operator R, f = R! fortsetzen
zu einem beschrankten, linearen Operator R, : L,(0,T; E) — C([0,T]; E).

Beweis: Es sei f € C([0,T]; E) beliebig. Da (P(t, s))o<s<t<r stark stetig ist, gilt C" :=
SUPg<s<i<t || P(L, s)|| < oo. Also impliziert supy<,<;<7 ||P(,5) f(s)|| < oo, dass die rechte

Seite in (2.2.1) als Bochnerintegral wohldefiniert ist. Benutzung der Dreiecksungleichung
und des Satzes iiber dominierte Konvergenz zeigt die Stetigkeit von RZ. Durch Anwen-
dung der Hélderungleichung, 110 + z% = 1, erhalten wir dann

t
IR Dlle < C'/O(t—S)“_ll\f(S)HdS
t , L/
S Cl(/ (t . 8)(01—1)17 d8>17 ||f||Lp(07t;E)
0

T 1

S Cl(/ T(Ot—l)P dr)p ||f||Lp(07T;E)
0

= C|fllr,0r:E),

1
7

wobei C' = C’(fOT pla—1)p! dr) " < oo wegen ap > 1. Dies zeigt (2.2.2) und die letzte
Behauptung folgt aus Dichtheitsgriinden. O]

2.2.2 Kompaktheitsresultate im allgemeinen Fall
Es gilt
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Lemma 2.2.2. Fs sei E ein separabler Banachraum und (S(t))i>o eine stark stetige
Halbgruppe auf E. Ist (S(t))i>0 sofort kompakt, so ist der Faktorisierungsoperator R,
fir jedes a € (0,1] und p € [1,00) mit ap > 1 kompakt als Abbildung von L,(0,T; E)
nach C([0,T]; E).

Beweis: Der Beweis von Proposition 1 aus [49] iibertriagt sich umstandslos auf den Ba-
nachraumfall. O

Bemerkung 2.2.3. Die Aussage des Lemmas 2.2.2 tibetrdgt sich analog auch auf den
nichtautonomen Fall.

2.2.3 Abbildungseigenschaften im analytischen Fall

Im Folgenden werden Versionen von [28, Lemma 2] und [117, Lemma 2.1 (ii)] fiir beliebige
separable Banachriaume unter der (AT)-Bedingung vorgestellt. Genauere Vergleiche mit
den angesprochenen Ergebnissen werden in Bemerkung 2.2.7 angestellt.

Als eine erste Verallgemeinerung des Lemmas 2.2.1 haben wir

Lemma 2.2.4. Es sei E ein separabler Banachraum und die (AT)-Bedingung werde von
der Operatorenfamilie (A(t), D(A(L)))wcjor erfillt. Zudem seien o € (0,1] ;v € [0,1),
d€[y,1] undp € [1,00) mit o — % +7v—0>0. Fir (w—A(:))"f € L,(0,T; E) definiere
man die Funktion R, f : [0,T] — E gemdfs

(2.2.3) (Raf)(t) := /o (t —s8)*1P(t,5)f(s)ds.

Dann gilt fir jedes (w— A(-))"f € L,(0,T; E) die Beziehung (Rof)
1))’ (R

() € D((w—A(t))°)
fiir jedes t € [0,T]. Auferdem ist die Abbildung [t — (w — A(t))°(Raf)(t)] stetig und es

gibt eine Konstante C' > 0 so, dass fiir jedes (w — A(-))Yf € L,(0,T; E) gilt

(2.2.4) 1w = AL (Baf) oz < Cll(w — AC) fll,0.m5m)-

Beweis: Wir wissen bereits aus Lemma 2.2.1, dass das Integral in (2.2.3) wohldefiniert
ist und R, f € C([0,T]; E) gilt. Ferner haben wir (w — A(0))°(Ra.f)(0) = 0.

Zunichst wird nachgewiesen, dass fiir jedes ¢ € [0, T| die Abbildung [r +— (t —7)* H(w —
A(t))°P(t,7) f(r)] integrierbar ist auf [0,¢] und

(225)  (w—AW®)) (Raf)(t) = / (t— )" (w — A®))P(t,r) f(r) dr

gilt. Wir haben bereits gesehen, dass fiir jedes t € (r,T] gilt P(t,r)f(r) € D(A(t)) und
dass [r +— (w — A(t))°P(t,7) f(r)] stark messbar ist, sodass lediglich

(2.2.6) /0 (t — ) Y(w — A@))° P(t,r)f(r)|| dr < oo
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zu zeigen bleibt. Aus (1.5.6) bzw. (1.5.2) und der Holder-Ungleichung leiten wir ab, dass
fiir jedes s € [0,t) und jedes § > v dank der Voraussetzung o — % +7—0>0 gilt

[ =0 = AP £ dr
< ¢ [(t=r) T w - A )] dr

1
v

t
< o [e=ner 0 ar) - A 0

1 L~
= C +(t = )77 (w = AC)) fllny0.138)-
((a=14+y—=0)p +1)¥

Insbesondere gilt also (2.2.6) und somit auch (2.2.5).

Es sei (w—A())°f € L,([0,T]; E) beliebig. Nach dem Lemma 1.5.3 bzw. dem Satz 1.5.1
gilt die Abschiitzung ||(w — A(t))°P(t,s)(w — A(s))"|| < C(t — 5)7~°, also haben wir
(w = A(t) =: Aw(t))

14w (R ))(B)ll e < C/O(t—S)"‘_””“SIIAIU(S)”]"(S)IIdS

IA

t 1
C(/ (t— S)(a71+775)p’ ds)p ||Aw(‘)'nyLp(0,t;E)
0

IN

T , L/

C’(/ p(a—1+7=0)p ds)p ||Aw('))7fHLp(O,T;E)
0

= C/HAw('))Vf”LP(O,T;E),

=

/

wobei C" = C’(foT plo=1ty=0p ds) " < o0o. Dies zeigt, dass das Integral in (2.2.3) wohl-

definiert ist, Werte in D((w — A(t))°) annimmt und dass die Abschitzung (2.2.4) gilt,
sobald wir uns von der Stetigkeit iiberzeugt haben. Es sei t > s, dann gilt

1A4w(t)’ (Raf)(t) = Aw(s)’ (Raf)(s)l
< /(t—r)a1HAw(t)5P(tﬂ“)Aw(7“)”Aw(r)”f(?")HdT

+ /Os 1((t =) A (@) P(t7) = (s = 1) Ay (s)° P(s, 7)) f(r)|] ds
= 11 + I.

Fiir den ersten Term erhalten wir mit Hilfe von Abschétzung (1.5.6) bzw. (1.5.2)

t 1
]1 < O(/ (t— T)(a—1+’y—5)p’ d?“)p ||Aw(')ﬂ/f||Lp(0,T;E)

und somit mit Hilfe des Satzes iiber dominierte Konvergenz I — 0 fiir t — s.

40



2.2 Der Faktorisierungsoperator R,,

Fiir den zweiten Term beachten wir zunéchst, dass fiir € E gilt

At))°P(t,r) = (w = A(s))’ P(s, 7)) (w — A(r)) x|
H[( ( )’ P(t,s) — (w— A(s))’] P ( )(w A(r)) x|
H[( 5P ,8) — (w— A(s))‘se ]P(s,r)(w—A(r))’"*:cH
+||[e* S)A(S - d} (w — A(s))* P(s,7)(w — A(r)) x|

Ot — )™ |[(w — A(s))" P(s, 7)(w — A(r)) x|
+C(w — A(s))° P(s, r)(w — A(r)) x|

Ot — )™ (s =)~z

+C(s =)~ ||l,

wobei in (i) (1.5.4) und die gleichméBige Analytizitatsbedingung (AT1) benutzt wurden
und in (ii) (1.5.6) bzw. (1.5.2).

Somit haben wir

I

<

IN

IN

[ = A Pl ) = Auts) Pl S0

# [ (= = = ) A P S0 dr

C [t =ry (6= s =0 s = )7 AW S0
+0 [ (= = =) = A SO

1
I

C (/Os(t — )@ (¢ = sy (s — 1)170 4 (s — ) 0) dr)

=

4 e, 4 € ([ (= = =) =) ar)
140 ()l

Anwendung des Satzes iiber dominierte Konvergenz zeigt somit I, — 0 fiir t — s. [

Im Fall konstanter Definitionsbereiche haben wir zudem

Lemma 2.2.5. Es sei E ein separabler Banachraum, o € (0,1], v € [0,1), § € [0,1)
und p € [1,00). Auperdem erfille die Familie (A(t), D(A(t)))iwcpor die (KD)-Bedingung

")) ae(0,1) sei eine zuldssige Interpolationsmethode. Dann gilt fir den Faktori-

sierungsoperator R, € B(L,(0,T; E.),C*[0,T]; Es)) fir o — X — % +v—0 >0, wobei
Es .= (E,D)5 fiir 6 € (0, 1).
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2 Die Faktorisierungsmethode
Beweis: Es gilt fiir beliebiges f € L,(0,T; E,) und t € [0, 7]
t
I(Raf)@)ls < /O (t =) P(t,5)f(s)ls ds

< ¢ / (t— 5y 7 £ (s, ds

L1

T
S O,@ (/ 3(04—14-’7—5);7/ dS) ||f||Lp(0,T;E,Y) < 0.
0
Fiir beliebiges f € L,(0,7; E,) und t,s € [0,T] mit ¢ > s gilt zudem

I(Raf)(®) = (Raf)(s)]l
< [ (=) e

+C OS |t =)t = (s =) (s = )Y fF(r)ly dr
+ /Os(t — )Y (P(t,s) — Id)P(s,7) f(r)]|s dr.

Fiir den letzten Term gilt aber nach Lemma 5.3 aus [30]

/0 (= )Pt s) — Id)P(s, ) () s dr
< c /Os@ S s s — ) )] dr

< Ot -5 / (s — PPN £ dr

1
s , Y
< Olt— s ( [ ety dr) 1 leore)
0

1
~ a—iiy5-n
= Ct—s)s" 27 "N fll,01,)-

Die ersten beiden Terme konnen wir analog abschétzen und erhalten die Behauptung.
O

Im Fall nichtkonstanter Definitionsbereiche fiihrte eine Verwendung von Interpolations-
methoden wie im Lemma 2.2.5 auf zeitabhéngige Zwischenrdume und Normen, welche
schwierig zu interpretieren und zu manipulieren ist. Deshalb weichen wir im Rahmen
der allgemeinen (AT)-Theorie auf Definitionsbereiche gebrochener Potenzen als Zwi-
schenrdume aus und erhalten das folgende Resultat.

Lemma 2.2.6. Es sei E ein separabler Banachraum und die (AT)-Bedingung werde von
der Familie (A(t), D(A(t)))icpm erfillt. Zudem seien o € (0,1] ;v € [0,1), 0 € [v,1]
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2.2 Der Faktorisierungsoperator R,,

und p € [1,00) mita—%—l—y—é >0 unda+vy < 1+%. Fiir (w—A(-))"f € L,(0,T; E)
definiere man die Funktion R.f : [0,T] — E gemdf

(2.2.7) (Ruf)(t) = /0 (= )2 LP(L ) f(5) ds.

Dann gilt fiir jedes (w— A(:))'f € L,(0,T; E) die Beziehung (Ro.f)(t) € D((w— A(t))?)
fiir jedes t € [0,T]. Auferdem ist die Abbildung [t — (w — A(t))°(Raf)(t)] A-hélderstetig
und es gibt eine Konstante C' > 0 so, dass fir jedes f € L,(0,T; E) gilt

228) W= ACY (B Ollerorse < Clw — AQ ey 00,
wobet A > 0 den folgenden Bedingungen gentigt

1. )\<Oc—%+’y—6, fallsa—%—l—”y—égﬁcu,,,, und

2. X< Ky, falls @ — 47 =08 > Ky

Beweis: Wir wissen bereits aus Lemma 2.2.1, dass das Integral in (2.2.7) wohldefiniert
ist und R..f € C([0,T]; E) gilt. Ferner gilt (w—A(0))°(Raf)(0) = 0. Um nun das Lemma
zu beweisen, geniigt es folglich, die Existenz einer Konstante C’ > 0 mit

(2.2.9) 14w () (Ra f)(2) = Au(5)’ (Raf) () < C'lt = M| Aw () Fllz,0,m:)-

fur jedes (w — A(+))"f € L,(0,T; E) und alle 0 < s < ¢t <T zu zeigen.

Die zu klarenden Integrierbarkeitsfragen wurden bereits im Beweis des Lemmas 2.2.4
behandelt.

Fiir den Beweis von (2.2.9) benutzen wir (2.2.5) und teilen den zu betrachtenden Term
wie folgt in drei Teile auf:

I(w = A©Y (Baf)(e) = (1w = AG) (Raf)(5) 2
< [ = = AW P el

ol / [(t = 1) — (s — 1)1 (w — AW P(L ) () dr] s

+ /0 (s =) H((w = A@))° P(t,r) — (w — A(s))’ P(s, 7)) f(r) dr|z
= Tl + T2 + T3.
Die Terme T',T; und T3 werden nun einzeln abgeschétzt, wobei unter anderem gezeigt

wird, dass die betrachteten Integrale absolut existieren. Dank (2.2.6) wissen wir bereits,
dass

1
((a=1+y—=0)p + 1)

T,<C (t = )77 (w — AC)) f Ly 01:8)-

\\H
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2 Die Faktorisierungsmethode

Fiir T, bemerken wir, dass aufgrund von (1.5.6) bzw. (1.5.2) fiir jedes € E und jedes
re0,s) gilt

((s =)™ = (t =) ) l(w = A@®) P(t,r)(w — A(r) ]|
< C((s=m) " = (=) )t =)z
< C((s =m0 = (=) 770 |l

Daraus und aus der Holder-Ungleichung folgt nun

T, < /O ((s =) =70 = (t =) 70) [[(w — A(r))" f(r) ]| dr

Y e

< c([f«s—rw1*¥f—u—rw1*Y%ﬂm) (e = AC) Fll 00

Die Abschétzung (a — b)? < a? — b? fiir ¢ > 1,a > b > 0 benutzend gelangen wir zu

1

T, < C ( / (s — )1 _ (4 _ gyt dr) Y
0
[(w —A() fllz,07:E)
= O <S(a—1+7—5)p’+1 +(t— 8)(a—1+7—5)p’+1 _ la=l4y=8)p’ +1>
[(w —AC) fllL,07:8)

< Ot =)0 (= AC) 0
— C(t— )7 (w— A fllL,01:8),

=

[~

A 1 »’
wobei C' = C (m) .
Um nun 73 geeignet abzuschétzen, wihlen wir ein beliebiges n € (0, v — % +v—9). Fir

r € F gilt dann

[((w = A®)°P(t,7) = (w = A(s))° P(s, 7)) (w = A(r)) "]

= AW P8 — (- AP0 - ) ]

< |[(w = AB) Pt 5) = (w = A(5)) el P(s, 1) (w — A(r) 7|
|

[(w = A(5))° ™94 — (w — A(s))’] P(s,r)(w — A(r)) "z

< Ot —s)™||[(w = A(s))"P(s,r)(w — A(r) ]|
+O(t— )™ 777 [(w — A(s))* 7P (s, 1) (w — A(r)

Ot — )™ (s =)~z

+C(t = 5)* 2T (s — )T
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2.2 Der Faktorisierungsoperator R,,

wobei in (i) (1.5.4) und die gleichméBige Analytizitatsbedingung (AT1) benutzt wurden
und in (ii) (1.5.6) bzw. (1.5.2). Es folgt aus der Holder-Ungleichung, dass

Ty < C(t— sy / (s — ) w0 — A S ()] dr

#0(t =5 [ =) - ) )] ar

1
S , 17
Ot — sy ( [ s =yereor dr) 1w = AQY Fll,00:8)
0

<
1
LO(t— ) P (/ (s =) dr) "l = AC) flliy 0158
0
< Ot — 8oy 5™ w0 — A Fllyoim
FC(t - 5w — AC) gy 0mim)
(p'n)¥
< Ot — 8 Coy sy T w0 = AC) flly 010
+C(t — S)O‘_%ﬂ_&_n%Tn”(w = AC)) fllzp0mE)
(p'n)?
gilt, wobei
Camé,p = ! 1

(0 =147y =08)p +1)¥

Insgesamt erhalten wir also

(w0 = AW (Ra)(E) = (10 = A(s)) (R f)(5)]
< (Gut=9)" T Gl = 9+ (= 9" lw = AC)

wobei die Konstanten ausschlieBlich von 7, C, T, «,p,é und den Konstanten in (AT1)
und (AT2) abhéngen. Da wir 7 beliebig klein wahlen konnen, folgt die Behauptung. [J

Bemerkung 2.2.7. In [117, Lemma 2.1(ii)] wird ein dhnliches Resultat gezeigt fiir den
Fall, dass D(A(t)) konstant ist und A(t) den Bedingungen von Tanabe [124, Section 5.2/
geniigt. Dort wird die Wahl von X\ lediglich von o, p und 0 beschrdnkt und nicht durch
die Parameter, welche in den Bedingungen an die A(t) auftreten. Dies hat seine Ursache
in der Bedingung (P4) in [117], welche fir jedes T € (0,1) die Konstanz der Definiti-
onsbereiche D((w — A(t))™) mit in t € [0,T] gleichmdfigen Normabschitzungen fordert.
Fiir den Beweis des Lemmas 2.2.6 ist dagegen eine solche erheblich einschrinkende
Bedingung nicht vonnoten. Andererseits ist es sogar so, dass man unter den gleichen
Voraussetzungen wie in [117, Lemma 2.1 (ii)] und mit dem gleichen Beweis die Aussage
von Lemma 2.1(ii) in beliebigen separablen Banachrdumen zeigen kann.
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2 Die Faktorisierungsmethode

2.2.4 Kompaktheitsresultate im analytischen Fall

Lemma 2.2.8. Es sei E ein separabler Banachraum und (S(t));>o eine stark stetige
Halbgruppe auf E. Ist (S(t))i>0 sofort kompakt und analytisch, so ist der Faktorisie-
rungsoperator R, fir jedes o, € (0,1] und p € [1,00) mit o > %—I— n kompakt als
Abbildung von L,(0,T; E) nach C([0,T]; D((—A)").

Beweis: Der Beweis von Proposition 1 aus [48] iibertrégt sich ebenfalls umstandslos auf
den Banachraumfall. O

Analog kann man im Fall von Interpolationsraumen verfahren und hat somit

Lemma 2.2.9. Es sei E ein separabler Banachraum und (S(t));>o eine stark stetige
Halbgruppe auf E. Ist (S(t))i>0 sofort kompakt und analytisch, so ist der Faktorisie-
rungsoperator R, fir jedes a,m € (0,1] und p € [1,00) mit o > %—I— n kompakt als
Abbildung von L,(0,T; E) nach C([0,T]; E,), wobei E, = (E, D(A)), und ((-,-)s)oc(0,1)
eine zulissige Interpolationsmethode sind.

Bemerkung 2.2.10. Die Aussagen des Lemmas 2.2.8 und Lemma 2.2.9 sind auch in
der nichtautonomen Situation unter (KD)-Bedingungen giiltig.

Um die Kompaktheit des Operators R, von L,(0,T; E,) nach C*([0,T]; E;) zu zeigen,
schlagen wir einen kleinen Umweg ein. Zunéchst haben wir im Fall von Definitionsbe-
reichen gebrochener Potenzen

Lemma 2.2.11. Es seien E ein separabler Banachraum und (A, D(A)) der Erzeuger
einer beschrankten analytischen, stark stetigen Halbgruppe (S(t))i>o0 auf E mit kompak-
ter Resolvente. Dann ist der Faktorisierungsoperator R, ein kompakter Operator von
L,(0,T; E,) in sich fir beliebige p € [1,00) und a € (0,1] sowie E, := D((—A)") fiir
ein n € [0, 1].

Beweis: Die Ungleichung von Young zeigt die Wohldefiniertheit von R, als Operator
von L,(0,T; E,) in sich. Nun sei & € (0, o).

Um die Kompaktheit von R, nachzuweisen, bedienen wir uns des Lemmas 1.8.9 fiir den
Fall £ := E54+77 = D((-A)&Jrn) und M = {Raf | ”f”Lp(O,T;En) S 1} }

Die Kompaktheit von Es4, — E, folgt dann aus der Kompaktheit von (A—A4)~%, welche
durch die vorausgesetzte Kompaktheit von (A— A)~! und Lemma 1.3.11 impliziert wird.
Somit sind wir in der Situation von Lemma 1.8.9 und beginnen mit der Uberpriifung
der zweiten Bedingung. Es gilt wegen der Young-Ungleichung

/OTH( DO i~ / ||/ )* IS (t —s) f(s) s, di

/0 (/0 (t =) St = 9)f(5)lasn ds)" dt
Og/o (/0 (t = )M f(s) i, ds)P dt

- T ~ p
CarllfIL ozem) ( / ta_a_ldt) “

IN

IA

IN
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2.2 Der Faktorisierungsoperator R,,

wegen o — & > 0. Also ist die zweite Bedingung erfiillt. Zum Nachweis der ersten Bedin-
gung zerlegen wir wie folgt

(Rof)(t+h)— (R f)(t) = /t“r (t+h—8)*1S(t+h—s)f(s)ds
—i—/ot[(t—l—h—s)al —(t—8)*S(t+h—s)f(s)ds

t
+/ (t —8)* '[S(h) — Id)S(t — s)f(s)ds
0
= Il(t, h) + Ig(t, h) + ]3(t, h)
und behandeln die drei Terme getrennt. Dank Dreiecks- und Young-Ungleichung gilt

T—h h o ¢
[ ase [ [T aen- oo @
0 0
T—h t+th ,
S C/ </ 1[0,h](t+h—5>(t+h_8)0171||f(8)HEn dg) &
0 0

—cf ' (/ Lot — )t — 9 7S e, ds)p at

T
< Cr_y, (/0 1[0,h](3)3a71 d5> Hf“Lp (0,3 E,)"

Aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz folgt dann

T—h
lim su / Li(t, h)|%5 dt =0.
s [ nc.n,

Unter Beachtung der Abschétzung

T—h T—h t p
/ Lot B[, dt < o/ (/ \(t+h—s)a1—(t—s)a1|Hf(s)HEnds) dt
0 0 0

T—h
< G, ( / |<h+s>“—1—sa-1|ds) 118 ozsm

folgt wiederum aus dem Satz iiber dominierte Konvergenz

T—h
lim su / Ly(t, h)||% dt =0.
s [ I nl,

Schlielich haben wir wegen ||(S(h) —1d)S(t—s)z| g, < Cah®(t—s) (x|, die folgende
Abschétzung

T—h T—h t p
[, a < cmer [ -9t ole, ds) - ar
T t p
CEhoP — )10 ds | d
< amnw [ [am sl as)

~ T O p
< Cghfxl’ (/ g l-a dS) ||f”l£p(O,T;En)
0
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2 Die Faktorisierungsmethode

und somit .
lim sup / I3(t, h)||% dt = 0.
i sup | 113(¢, h)|[,

Dies zeigt, dass auch die erste Bedingung in Lemma 1.8.9 erfiillt ist und somit die Menge
{Rof | Ifllzp0.1;8,) < 1} relativ kompakt in L,(0, T E,) ist, was zu zeigen war. O

Dies ermoglicht die folgende Verallgemeinerung von Corollary 2.8 aus [20].

Lemma 2.2.12. Es seien E ein separabler Banachraum und (A, D(A)) der Erzeuger
einer beschrdnkten analytischen, stark stetigen Halbgruppe auf E mit kompakter Re-
solvente. Dann ist R, als Operator von Ly(0,T; D((—A)")) nach C*([0,T]; D((—A)%))
kompakt fiir jede Wahl von o € (0,1] , 6, n, A >0 und p € (1,00) gemdfs

1
(2.2.10) 0<A+d—n<a-—-.
p

Beweis: Man hat fiir o, 8 € (0,1) mit a« + 5 < 1
(2.2.11) Roip = B(B,0) 'R, Rpg,

wobei B die Betafunktion bezeichnet.

Nun seien A, 0, 7, a, p wie in (2.2.10). Dann wéhlen wir o/ € (0, «) so, dass (2.2.10) auch
fiir A\, n, v, o/, p erfiillt ist. Nach Lemma 2.2.6 ist dann R, ein beschrankter Operator
von L,(0,T; D((—A)")) nach C*([0,T]; D((—A)"))). Andererseits gilt wegen o — o’ > 0
geméf Lemma 2.2.11, dass der Operator R, ein kompakter Operator von L,(0,T; E,)
in sich ist. Somit folgt die Behauptung aus (2.2.11). O

Statt mit Definitionsbereichen gebrochener Potenzen kann man auch mit Interpolati-
onsrdumen arbeiten und erhalt

Lemma 2.2.13. Es seien E ein separabler Banachraum und (A, D(A)) der Erzeuger
einer beschrinkten analytischen, stark stetigen Halbgruppe mit kompakter Resolvente.
Dann ist R, ein kompakter Operator von L,(0,T; E,) nach C*([0,T]; Es) fiir jede Wahl
von a € (0,1] , 9, \, n >0 und p € (1,00) mit

1
0<A+d—n<a—-,
p

wobei Es == (I, D(A))s fiir eine zuldssige Interpolationsmethode ((-,-)s)ae(0,1)-

Beweis: Der Beweis vollzieht sich analog zu dem vorangehenden Beweis, indem wir statt
auf Lemma 2.2.6 auf Lemma 2.2.5 zuriickgreifen. O]

2.3 Existenz von o,

Um mit der Faktorisierungsmethode fiir ein ® arbeiten zu konnen, ist es notwendig, dass
®,, wohldefiniert ist. Es werden fiir den deterministischen Fall und den zufélligen Fall ge-
nerische Bedingungen an ¢ formuliert, welche die Wohldefiniertheit von ®,, sicherstellen.
Eine detailliertere Darstellung solcher Bedingungen und Beispiele fiir deterministisches
® sind Gegenstand des Kapitels 3 und fiir zufélliges ® des Kapitels 4.
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2.3.1 Deterministische Integranden
In diesem Unterabschnitt beschéftigen wir uns mit dem Fall
®: [0,7] — B(H, E).
Unter Riickgriff auf die Resultate des Unterabschnitts 1.7.1 gilt fiir beliebiges p € [1, 00)
(K2p) It = )P, )2 )l 0.61.5)
< (E(|[@a(0)l")? < Kpall(t = )Pt )8y .0

Da wir fiir spéatere Betrachtungen Wohldefiniertheit von ®,, fiir jedes ¢ anstreben, emp-
fiehlt es sich, mit folgender Bedingung zu arbeiten

(2.3.1) sup ||[s = (t — s) " P(t, $)2(5)][|1(0,4,5) < 0.
t€[0,T]

2.3.2 Zufallige Integranden

In diesem Unterabschnitt beschéftigen wir uns mit dem Fall
o: [0, 7] xQ— B(H,E),

wobei F ein Banachraum mit UMD~ -Eigenschaft ist.
Unter Riickgriff auf die Resultate des Unterabschnitts 1.7.2 gilt fiir beliebiges p € (1, c0)

3=

E(|2a(0)IP)? < C (Blls = (= ) Pt ) 0 11))

Da wir fiir spétere Betrachtungen Wohldefiniertheit von ®,, fiir jedes ¢ wollen, empfiehlt
es sich mit folgender Bedingung fiir ein p € (1,00) zu arbeiten

3 =

(23.2) 2up (Blls = (¢ =) P 0mn)) < o

2.4 Die Faktorisierungsgleichung

Analog zu dem Vorgehen im Abschnitt 2.3 unterscheiden wir wieder zwei Fiille.

2.4.1 Deterministische Integranden

Lemma 2.4.1. Es sei E ein separabler Banachraum, (P(t,5))ts)ea, €ine stark stetige
Fvolutionsfamilie und ® : [0,T] — B(H, E) erfille die Abschitzung (2.3.1) fir ein
a € (0,1). Dann gilt fiir jedes t € [0,T] P-fast sicher

sin(ma)

(2.4.1) /0 P(t, 5)D(s) AWy (s) (Rado)(t).

™
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2 Die Faktorisierungsmethode

Beweis: Es folgt aus (2.3.1) und der Proposition 1.7.5, dass [s +— (t — s)"*P(t, s)®(s)]
stochastisch integrierbar ist auf [0, ¢] fiir jedes ¢ € [0, T']. Folglich kann man ®,, : [0, 7] x
Q — E gemif

O, (1) = /0 (t — ) “P(t,s)P(s) dWg(s)

definieren. Vermittels der Proposition 1.7.5 und der Hinc¢in-Kahane-Ungleichung, siehe
Proposition 1.6.4, erhalten wir fiir jedes p € [1,00) und jedes t € [0, T]

E(I2a(0)]") < CPllls — (t = 5)""P(t,5)2()]II50.1m.5)

< sup |[[s = (¢t =) *P(t, $)2()]|[5 0411, < 0
t€[0,T7]

Da @, wegen des Lemmas 1.7.7 messbar ist, konnen wir iiber [0,77] integrieren und
erhalten ®, € L,(0,7T;L,(2; E)) fir jedes p € [1,00). Nun impliziert der Satz von
Fubini, dass ®,(-,w) € L,(0,T; E) ist fiir jedes p € [1,00) und P-fast alle w € 2. Wir
wéhlen eine Version von ®,, eine Zahl p mit ap > 1 und eine Menge Qg mit P(Qg) = 1
so, dass ®,(-,w) € L,(0,T; F) fir jedes w € Q. Fiir festes t € [0,7] und festes 2’ € E
gilt

¢
/ |®(s) P(t,s)z'||* ds < Tza/( — 5)72||®(s) P(t, s)x'||* ds.
0

Da [s — (t — s)"®P(t,s)P(s)] auf (0,t) stochastisch integrierbar ist, impliziert dann
das Lemma 1.7.6, dass [s — P(t, s)®(s)] ebenfalls auf (0,¢) stochastisch integrierbar ist.
Somit kénnen wir ¢ : [0,7] x 2 — E durch

C(t):/o P(t,s)®(s) dWg(s)

definieren. Das Lemma 1.7.7 zeigt, dass ¢ progressiv messbar ist.
Um (2.4.1) nachzuweisen, wihlen wir ein beliebiges ¢t € [0,T]. Die starke Messbarkeit
beider Seiten in (2.4.1) und der Satz von Hahn-Banach zeigen, dass es hinreichend ist,
fiir jedes t € [0,7] und P-fast alle w € Q die folgende Gleichung

sin T

{(t,w), o'y = /0 ((t —8)* LP(t,8)Po(s,w), ') ds

™

Zu zeigen.
Es gilt fiir beliebiges 2’ € E’ und beliebiges t € [0, T

(20w, [ (1= 5) " P(t, )8 (s) dWH<s>|2>)é

< [l sup [[(t =)~ "P(¢, )2 ()llr0.4m.5)
te[0,7

und P-fast sicher

(', (Ry®y) // — 1) (P(t,r)®(r))z’ dWg(r)ds.

-~

=:¥(s,r)
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2.4 Die Faktorisierungsgleichung

Somit erfiillt U die Voraussetzungen des stochastischen Satzes von Fubini 1.7.15 und es
gilt P-fast sicher

(2, (Ra®o)(8)) = /0 / U(s,r) ds AWy (r)
_ /0 / (t— )" N (s — 1) (Pt P)®(r))’ ds AWy (r)
= /0/(t—s)o‘_l(s—r)_o‘ds(P(t,r)CI)(T))’m'dWH(r)

N /0 (P(t,r)®(r))'s" dWh(r)

sin(ma)

= <£L‘/,/O P(t,r)®(r) dWg(r)).

2.4.2 Zufallige Integranden

Lemma 2.4.2. Gegeben seien ein separabler Banachraum E mit UMD~ -FEigenschaft,
eine stark stetige Evolutionsfamilie (P(t,s)).s)ea, und eine Abbildung ® : [0,T] x Q —
B(H,E), welche die Abschitzung (2.3.2) fiir ein o € (0,3) und ein p € (1,00) erfiille.
Dann gilt fir jedes t € [0,T] P-fast sicher

sin(ma)

(2.4.2) /0 P(t, 5)D(s) AWy (s) (Rad®o)(t).

™

Beweis: Wie im Beweis des Lemmas 2.4.1 folgt aus (2.3.2) die L,-stochastische Inte-
grierbarkeit von ®. Die P-fast sichere Wohldefiniertheit von R,®, € L,(0,T; E) zeigt
man ebenso wie im Beweis des Lemmas 2.4.1. Wiederum gilt fiir beliebiges 2’/ € E' und
beliebiges ¢ € [0, 7]

(e, (¢~ 5)P(t, 5)2(5) dWH<s>|p>);

RS

< I s (B(ls = (6= )P )R g )
und P-fast sicher

(t —s)* (s —r)"(P(t, T)@(T)),.’Bi AWy (r) ds.

~

(', (Ra®a) (1)) = / 08

Somit erfiillt ¥ auch hier die Voraussetzungen des stochastischen Satzes von Fubini
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2 Die Faktorisierungsmethode

1.7.15 und es gilt P-fast sicher

t t

U(s,r)dsdWg(r)

t

(t —5)* (s —r)"(P(t,r)®(r)) 2" ds AWy (r)

(@', (Ra®a)(t)) =

t

— —

t t

(t —5)* (s —r)"ds(P(t,r)®(r))z" dWg(r)

I
o— — o—,

T

- /0 (P(t,r)®(r))z" dWh(r)

sin(ma)

3

= <x',/0 P(t,r)®(r)dWg(r)).

Da 2’ beliebig war, ist (2.4.2) gezeigt.
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3 Stochastische nichtautonome
Evolutionsgleichungen

3.1 Einleitung

Im Folgenden werden zunéchst stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen der

Art

du(t) = A(t)u(t) dt + BdWg(t),
(3.1.1)

u(0) = wo,
betrachtet, wobei zu der Familie von Operatoren (A(t), D(A(t)):cjo,r] genau eine Evolu-
tionsfamilie (P(t,5)).s)ea, gehore, B € B(H, E), Wy ein zylindrischer Wienerprozess
und ug € E seien. Probleme der Art (3.1.1) werden aufgrund der speziellen Gestalt des
stochastischen Teils auch Gleichungen mit additivem Rauschterm oder additivem Rau-
schen genannt. Das nachfolgende Vorgehen ist dabei wesentlich beeinflusst durch die
Resultate von GIUSEPPE DA PRATO, STANISEAW KWAPIEN und JERZY ZABCZYK aus
[28]; dort beschéftigen sich die Autoren mit Regularitatsaussagen fiir den Fall, dass F ein
Hilbertraum und A(t) = A sind. Abschétzungen fiir stochastische Faltungen und Aus-
sagen zur Pfadstetigkeit fiir stochastische Integrale findet man fiir den Hilbertraumfall
auch in Arbeiten von PETER KOTELENEZ, siehe [68, 69, 70, 71, 72, 73, 74]. Verallgemei-
nerungen auf Banachrdume fir A(t) = A findet man beispielsweise in den Arbeiten [19]
von ZDZISLAW BRZEZNIAK, [21] von ZDZISEAW BRZEZNIAK und JAN M.A.M. VAN
NEERVEN, [29] von GIUSEPPE DA PRATO und JERZY ZABCZYK, [99] von JAN M.A.M.
VAN NEERVEN und LuTz WEIS sowie [41] von JOHANNA DETTWEILER, JAN M.A.M.
VAN NEERVEN und LUTzZ WEIS. Wendet man sich echten nichtautonomen Problemen
zu, so sind die Arbeiten [27] von GIUSEPPE DA PRATO, MIMMO IANELLI und LUCIANO
TUBARO, [75] von NIKOLAJ VLADIMIROVIC KRYLOV sowie [117] von JAN SEIDLER
zu nennen: in [27] wird unter der Bedingung D(A(t)) = D Zeitregularitdt von milden
Losungen von (3.1.1) in Hilbertraumen betrachtet, wohingegen in [117] in einem speziel-
len analytischen Fall Raum-Zeit-Regularitdat ebenfalls im Hilbertraumfall studiert wird.
In [75] steht die Raumregularitét von Losungen in L, fir p € [2,00) im Mittelpunkt,
wobei A(t) ein elliptischer Differentialoperator zweiter Ordnung auf R" ist. Die Heran-
gehensweise in [27] und [117] ldsst sich der Halbgruppenschule zuordnen, wéahrend in [75]
Variationsmethoden zur Anwendung kommen.
Die hier betrachteten Probleme kann man als abstrakte Modelle stochastischer partieller
Differentialgleichungen auffassen. Eine vielzitierte Betrachtung stochastischer partieller
Differentialgleichungen ist [138] von JOHN B. WALSH.
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Klassischerweise greift man bei dem Beweis der Holderstetigkeit von Pfaden auf einen
Satz von Kolmogorov zuriick, siehe Satz 2.1.1.

Mit Hilfe dieses Satzes wurden in [41] Raum-Zeit-Regularitétsresultate fiir Losungen
stochastischer autonomer Cauchyprobleme bewiesen.

Hier hingegen wird die in Kapitel 2 vorgestellte Faktorisierungsmethode fiir den Nachweis
solcher Raum-Zeit-Regularitédtsergebnisse verwendet; die wesentlichen Ergebnisse der
Abschnitte 3.3 und 3.4 entstammen dabei der eingereichten Arbeit [134] von MARK C.
VERAAR und dem Autor.

In den anschlieenden Abschnitten 3.5 und 3.6 werden diese Regularitéitsresultate auf
folgende stochastische semilineare, nichtautonome Evolutionsgleichungen angewendet:

du(t) = (A(t)u(t) + F(t,u(t))) dt + B dWy(t),

(3.1.2) w(0) = uq.

Zunéchst werden wir uns detailliert mit den verschiedenen Losungsbegriffen fiir die for-
male Gleichung (3.1.1) befassen.

3.2 Verschiedene Losungsbegriffe im autonomen Fall

Es sei H ein separabler Hilbertraum, E ein separabler Banachraum, (2, F,P, (F;)i>0)
ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, B € B(H, E), (A, D(A)) Erzeuger einer stark
stetigen Halbgruppe auf £, Wy ein H-zylindrischer Wienerprozess und ug € E.

Dann betrachten wir das stochastische Cauchyproblem

du(t) = Au(t) dt + BdWg(t),

(3.2.1) w(0) = .

Wir kénnen ahnlich wie ANNA CHOJNOWSKA-MICHALIK in [23] vier unterschiedliche
Losungsbegriffe unterscheiden:

e starke Losungen,

e schwache Losungen,
e milde Losungen und
e mittlere Losungen.

Im Einzelnen handelt es sich hierbei um Folgendes:

e fiir starke Losungen definiert man

Definition 3.2.1. Es sei B € v(H, E). Dann heifit ein D(A)-wertiger, adaptierter
stochastischer Prozess (u(t))icpo,r starke Losung von (3.2.1) auf [0,T], falls Au €
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3.2 Verschiedene Losungsbegriffe im autonomen Fall
LY0,T; E) P-fast sicher und fiir jedes t € [0,T] die folgende Gleichheit P-fast
sicher gilt
t
u(t) = up + / Au(s)ds + Wg(t),
0

wobei Wy ein E-wertiger Wienerprozess mit Kovarianzoperator BB’ sei.

fiir schwache Losungen definiert man

Definition 3.2.2. Ein E-wertiger stochastischer Prozess (u(t))icpo,r heifit schwa-
che Lisung von (3.2.1) auf [0,T], falls w schwach progressiv messbar ist, fir jedes
x' € D(A') die Abbildung [t — (A'z’ u(t))] P-fast sicher in L*(0,T) liegt und fiir
jedes t € [0,T] und jedes x' € D(A") die folgende Gleichheit P-fast sicher gilt

(' u(t)) = (&', up) +/0 (A'2! Ju(s)) ds + Wy (t)B'2'.

fiir milde Losungen definiert man

Definition 3.2.3. Einen E-wertiger stochastischer Prozess (u(t))icjor] nennen
wir milde Léosung von (3.2.1) auf [0,T], falls u schwach progressiv messbar ist, fir
jedes t € [0, T der durch [s — S(t — s)B] induzierte Operator zu v(L*(0,T; H), E)
gehort und fir jedes t € [0,T] die folgende Gleichheit P-fast sicher gilt

u(t) = S(t)ug + /Ot S(t —s)BdWg(s).

fiir die mittlere Losung schlieflich

Definition 3.2.4. FEs sei B € v(H, E). Dann heifit ein E-wertiger stochastischer
Prozess (u(t)):cjo,r) mittlere Losung von (3.2.1) auf [0,T], falls u schwach progres-

siv messbar ist, u € L'(0, T; E) P-fast sicher, fot u(s)ds € D(A) fir jedest € [0,T]
P-fast sicher und fiir jedes t € [0,T] die folgende Gleichheit P-fast sicher gilt

u(t) = up + A/tu(s) ds + Wpg(t),

wobet W ein BB'-Wienerprozess sei.

Bemerkung 3.2.5. Aufgrund der Definition und der FEigenschaften von E-wertigen
Wienerprozessen ist klar, dass eine starke Losung stets P-fast sicher stetige Pfade besitzt.

Es gilt trivialerweise

Proposition 3.2.6. Es sei B € vy(H, E). Dann ist jede starke Lisung eine mittlere
Lésung.

Natiirlich gilt auch (man beachte ,, BWg(t) = Wg(t)“)
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Proposition 3.2.7. Es sei B € vy(H,E). Dann ist jede mittlere Liosung auch eine
schwache Losunyg.

In [99] findet man

Proposition 3.2.8. Es sei (u(t))co,r] ein E-wertiger stochastischer Prozess. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

1. w ist eine milde Lésung und P-fast sicher gilt u € L'(0,T; E).
2. u st eine schwache Losung.

Der in [23] vorgestellte Beweis fiir den Hilbertraumfall verallgemeinert sich auf beliebige
Banachrdume und man hat

Proposition 3.2.9. Sei B € v(H, E). Dann ist jede schwache Lisung auch eine mittlere
Lésung.

Nachfolgend wird auf folgendes Lemma zuriickgegriffen.

Lemma 3.2.10. Sei BB’ der Kovarianzoperator von Wg(1), d.h. B € v(H,E) und
Wpg = BWy. Angenommen [s — S(s)B] ist stochastisch integrierbar auf [0,t] beziiglich
Wy fiir jedes t € [0, T). Dann gilt fiir jedes t € [0,T] P-fast sicher

/Ot /0 S(s — r)BdWy(r) ds € D(A)

und

A/Ot /0 S(s — 1) B dWy(r) ds:/OtS(t—s)BdWH(s)—BWH(t).

Beweis: Zunéchst gilt nach dem Satz 1.7.15 fiir jedes 2’ € E’ und jedes t € [0, T] P-fast

sicher
//BS’ ryz’ dWy (r ds-//BS/ r)z’ ds dWy(r).

U T»—>[hl—>/t5(5—7’)Bhds]

Somit ist

stochastisch integrierbar, und es gilt fiir jedes ¢ € [0, T| P-fast sicher

/Ot/os S(s — 1) B dW(r) ds:/ot/TtS(s—'r’)BddeH(r).

Aus der Halbgruppentheorie weifl man aber, dass fiir jedes h € H gilt

A(T(r)h) = S(t — r)Bh — Bh.
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3.2 Verschiedene Losungsbegriffe im autonomen Fall

Da nach Voraussetzung S(-)B und B stochastisch integrierbar beziiglich Wy sind, gilt
dasselbe auch fiir AU(-), d.h. fiir das stochastische Integral gilt P-fast sicher

/th,(s) AWy (s) € D(A).

Das ist aber gerade der erste Teil der Behauptung. Nun ist aber A € B([D(A)], E), also
gilt

A [ v awts) = [ AvGs)awts)

Somit haben wir
A/Ot /OS S(s —r)BdWg(r)ds = /Ot AV (s) dWg(s)
_ /Ot(sos — B — B)dWi(s)

- /t S(t — s)BdWy(s) — BWy(t).

Dies verwenden wir fiir den

Beweis von Proposition 3.2.9: Angenommen w ist eine schwache Losung, dann ist 4 nach
Proposition 3.2.8 auch eine milde Losung. Folglich sind die Voraussetzungen des obigen
Lemmas trivialerweise erfiillt. Ohne Beschréankung der Allgemeinheit sei fiirderhin ug =
0. Beachtet man nun, dass sich die milde Losung gerade als

u(t) = /0 S(t— $)B dWy(s)

schreibt, so vereinfacht sich die letzte Gleichung aus dem Beweis von Lemma 3.2.10 zu

A/o u(s)ds = u(t) — Wg(t).

und den

Beweis von Proposition 3.2.7: Ist nun u eine mittlere Losung, so wihle man ein belie-
biges ¢y € D(A’). Dann gilt

W) = A / u(s)ds + Wi(t))
= (A’y’,/o u(s) ds) + Wy (t)B'y

- /0t<A'y', u(s))ds +Wy(t)B'y'.

Also ist u eine schwache Losung. O]
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Bemerkung 3.2.11. Leider ist der intuitive Losungsbegriff der ,starken Ldsung® in
der Prazis der ungeeignetste, da solche Lésungen nur in Spezialfillen existieren, siehe
beispielsweise Abschnitt 5.6 in [29] oder auch Abschnitt 7 in [97].

Fiir nichtautonome Probleme existiert kein Analogon zu einer mittleren Losung; auch ist
nicht a prior: klar, was man in diesem Fall unter einer schwachen Losung zu verstehen
hat. Der folgende Abschnitt behandelt eine Moglichkeit, solche Losungen zu definieren.

3.3 Schwache Losungen im nichtautonomen Fall

Ist A(t) abhéngig von ¢, so ist eine analoge Definition einer schwachen Losung im All-
gemeinen nicht sinnvoll, da es durchaus vorkommen kann, dass [t — A(t)'z’] nicht fiir
yviele o' € E' wohldefiniert ist, d.h. es kann gelten

(N D(A)) = {0}

Im Unterabschnitt 3.3.1 wird eine diesem Sachverhalt Rechnung tragende Definition
einer schwachen Losung vorgestellt, in der auch die Funktionale von ¢ abhéngen. Dies
wurde bereits im Fall von deterministischen Gleichungen der Art (1.5.1) gemacht, siehe
[124, Section 5.3].

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass diese neue Definition mit der bekannten
Definition iibereinstimmt, falls A nicht von ¢ abhéngt.

Im Unterabschnitt 3.3.2 wird schliellich die Definition einer schwachen Lésung auf den
Fall unbeschrankter B ausgedehnt.

Andere Betrachtungen zu schwachen Losungen sowohl deterministischer als auch sto-
chastischer Probleme findet man in den Arbeiten [31, 53, 79] von DONALD A. DAWSON,
Luis GABRIEL GOROSTIZA und JORGE ALBERTO LEON. In der Arbeit [79] wurden
dabei die autonomen Ergebnisse aus [23] fiir den Hilbertraumfall auf nichtautonome
Probleme im Hilbertraumfall iibertragen.

Milde Losungen hingegen lassen sich ohne Probleme auf den nichtautonomen Fall iiber-
tragen, sogar fiir unbeschrénkte Operatoren (B, D(B)). Wir erhalten

Definition 3.3.1. Ein E-wertiger stochastischer Prozess (u(t))icjo,r) heifit milde Losung
von (3.1.1) auf [0,T], falls uw schwach (F;)i>o-progressiv messbar ist, der lineare Opera-
tor P(t,s)B : D(B) — B(H,E) fir alle 0 < s <t < T eine Fortselzung zu einem
beschrinkten Operator Pg(t,s) : H — E besitzt, sodass (Pg(t,s))scp stochastisch in-
tegrierbar auf (0,t) ist fir jedes t € [0,T] und folgende Gleichung P-fast sicher erfillt
ist:

’U,(t) = P(t, O)Uo + /t PB(t, 8) dWH(S)

In diesem Fuall definiert man

/OtP(t, $)B AWy (s) = /t Py(t.s) dWa(s).

0
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3.3 Schwache Losungen im nichtautonomen Fall

Die Eindeutigkeit einer milden Losung von (3.1.1) folgt somit direkt aus der Eindeutig-
keit der auftretenden Evolutionsfamilie.

3.3.1 Der Fall von beschranktem B

Es sei B € B(H, E). Als Motivation fiir die Definition schwacher Losungen werden wir
zunéchst formale Umformungen vornehmen. Wir schreiben (3.1.1) als

Lu(s) = A(s)u(s) + 2216 g e 0,77,
=u

(3.3.1) “0) ds

0-

Es sei t € [0,T] beliebig und ¢ € C([0,t]; E’) so gewéhlt, dass fiir jedes s € [0,¢] die
Beziehungen ¢(s) € D(A(s)") und [s — A(s) ¢(s)] € C([0,t]; E') gelten. Wenden wir auf
beiden Seiten von (3.3.1) das Funktional ¢(s) an und integrieren iiber [0, ¢], so erhalten
wir [P-fast sicher

| G stonds = [ o). Ayeton s+ [ Bolsawi(s).

Partielle Integration liefert P-fast sicher
d

(u(t), o(t)) — (uo, v(0))— t(U(S), —p(s)) ds
(3.3.2) /0 ds

t t
— [l A e ds + [ Blols) dWi(s).
0 0
Darauf aufbauend wird folgende Menge und Definition eingefiihrt. Fiir ¢ € [0, T] sei
Ge={p € CY[0, 1 E") | Vs €[0,1] : ¢(s) € D(A(s)) und A(-)'p(-) € C([0,¢]; E')}.
Schliefllich gelangen wir zu folgender Definition.

Definition 3.3.2. Ein progressiv messbarer stochastischer Prozess (u(t))icjo,r) mit Wer-
ten in E heift schwache Losung von (3.1.1), falls [t — u(t)] P-fast sicher in L'(0,T; E)
ist und fiir jedes t € [0,T] und jedes p € Gy die Gleichung (3.3.2) P-fast sicher gilt.

Um schwache und milde Losung miteinander in Verbindung zu setzen, bendtigt man
eine groffe Anzahl solcher Funktionen ¢. Deswegen wird folgende Bedingung eingefiihrt:

(C) Fiir jedes t € [0,T] gibt es einen o(E’', F)-folgendichten Unterraum F; von E’ so,
dass fiir jedes 2/ € F; die Funktion [s — ¢(s) := P(t,s)'2'] in CY([0,t]; E') ist,
@(s) € D(A(s)") fir jedes s € [0,¢] gilt und

(333 (s) = A pl5)

erfiillt ist.
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Bedingung (C) bedeutet, dass das Problem

Ly(r) = At —r)v(r), r € (0,t],

dr

v(0) = A(t)'2
fiir jedes 2’ € E’ eine strikte Losung hat.

Bemerkung 3.3.3. Wenn die Bedingungen (AT) und (AT2) gelten, so ist (C) erfillt
mit Fy = D((A(t)")?). Dies folgt aus [3, Theorem 6.1]) und [4, Seite 1176]. Ist E reflexiv,
so kann man Fy, = D(A(t)') wdhlen. Erfillen die Operatoren (A(t), D(A(t)))icjor die
Bedingung (KT), so wird sie fiir reflevives E auch von (A(t)', D(A(t)"))icjor erfillt.
Folglich ist hier fir reflexives E die Bedingung (C) fir Fy = D(A(t)") erfillt, siche [125,
Theorem 6.3]. Im nicht reflexiven Fall ist nicht klar, ob die Bedingung (C) noch unter
der (KT)-Bedingung erfillt ist. Hingegen ist eine schwache Lésung unter der (KT)-
Bedingung nach [124, Theorem 5.3.2] immer eindeutig. Ist A = A(s) unabhingig von s
und erzeugt eine stark stetige Halbgruppe, so ist (C) erfiillt fir F = F, = D(A®), wobei
A® den Sonnendual von A bezeichnet (siehe [94]).

Die folgende Proposition stellt den Zusammenhang zwischen schwachen und milden
Losungen von (3.1.1) her.

Proposition 3.3.4. Es gelte die Bedingung (C). Fiir einen E-wertigen stochastischen
Prozess u : [0,T] x Q — E sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

1. w ist eine milde Lésung von (3.1.1) und P-fast sicher gilt u € L'(0,T; E).
2. w ist eine schwache Lisung von (3.1.1).

Insbesondere ist eine schwache Lisung eindeutiq.

Die Bedingung (C) wird nur fiir die Richtung (2) = (1) gebraucht.

Beweis: (1) = (2): Esseit € [0,T] und ¢ € G, beliebig. Da u P-fast sicher in L'(0,T; E)
ist, wissen wir, dass [s — (u(s), A(s) ¢(s))] integrierbar ist, und aus der Definition einer
milden Losung ergibt sich unmittelbar P-fast sicher

/ (u(s), A(s)p(s)) ds = / (P(s,0)uo, A(s)'p(s)) ds
(3.3.4) 0 0

+ /Ot /OS B'P(s,r) A(s) o(s) dWg(r) ds.

Da (P(t,s))o<s<t<r eine Evolutionsfamilie ist, welche (1.5.1) 16st, folgt mit Hilfe von
Approximation

(P(t,0)ug, ¢(t)) — (uo, ¢(0)) = / (P(s,0)uo, A(s)'¢(s)) ds
(3.3.5) 0

+ /0 (P(s,0)ug, ¢'(s)) ds.
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3.3 Schwache Losungen im nichtautonomen Fall
Vermittels des Satzes 1.7.15 und partieller Integration erhalten wir P-fast sicher
t s t t
/ / B'P(s,r)A(s) p(s) dWy(r)ds = / / B'P(s,r) A(s) p(s) ds dWy(r)

0o Jo 0 Jr

t
— [ BP0 - Bolr) dWalr

0

_ /Ot /Tt B'P(s,r)'¢(s) ds AW (r)

Hieraus, aus (3.3.4) und aus (3.3.5) folgt dann

¢ t t
[ ) Aes)ds = wiono®) - [ Bet)aWu) - [ i), (o)ds
0 0 0
- <u07 SO(O)>7
sodass u eine schwache Losung ist.
(2) = (1): Es sei t € [0, T] beliebig, dann muss P-fast sicher fiir jedes 2’ € E’

(3.3.6) (u(t), "y = (P(t,0)ug, z") +/0 B'P(t,s)'z" dWg(s)

gezeigt werden. Dank [99, Theorem 4.2] geniigt es, die Gleichung (3.3.6) fiir jedes 2’
aus einem o(E’, E)-folgendichten Teilraum F von E’ zu zeigen. Sei F' = F; mit F; aus
Bedingung (C); nun betrachten wir ¢(s) = P(t, s)'2’. Dann folgt aus (3.3.2) und (3.3.3)
P-fast sicher

(u(t),z")y — (P(t,0)ug, ') +/0 (u(s), A(s)' P(t,s)'z") ds
:/0 (u(s), A(s) P(t,s)x) ds+/0 B'P(t,s)'z' dWg(s)

und wir haben (3.3.6) gezeigt. O

3.3.2 Der Fall von unbeschranktem B

Essei B: D(B) C H — E ein abgeschlossener, dicht definierter Operator. Fir ¢t € [0, T
definieren wir die folgende Teilklasse von Gy

Gip:={p € G |Vs€|0,t)p(s) € D(B') und s — B'yp(s) € L*(0,t; H)}.

Definition 3.3.5. FEin progressiv messbarer stochastischer Prozess (u(t))icjo,r) mit Wer-
ten in E heifit schwache Losung von (3.1.1), falls [t — u(t)] P-fast sicher in L'(0,T; E)
ist und fir jedes t € [0,T] und jedes ¢ € Gy p die Gleichung (3.3.2) P-fast sicher gilt.

Bemerkung 3.3.6. Ist B beschrinkt, so gilt Gy p = G und obige Definition stimmt der
Definition aus Unterabschnitt 3.53.1 tberein.
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen
Unter weiteren Annahmen stimmen auch hier wie im Fall beschriankter B schwache und
milde Losung iiberein.

Proposition 3.3.7. Es gelten die Bedingungen (C) und (AT) und es gebe Konstanten
C > 0 sowie 0 < 3 so, dass fir jedes t € [0,T] und jedes h € D(B)

(3.3.7) I(w = A()) " Bh|| < C|A|

gilt. Fir einen E-wertigen stochastischen Prozess u : [0,T] x Q — E sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent:

1. w ist eine milde Lisung von (3.1.1) und P-fast sicher gilt u € L'(0,T; E).
2. w ist eine schwache Losung von (3.1.1).
Insbesondere ist eine schwache Losung eindeutig.

Die Bedingung (C) wird wiederum nur fiir die Richtung 2. = 1. gebraucht.
Man bemerke, dass die Bedingung (3.3.7) sicherstellt, dass die Inklusionskette

D(A(t)') € D(((w = A(t))")") € D(B')

fir jedes t € [0,T] gilt. Tatsédchlich existiert fiir jedes ¢ € [0,7T] eine Konstante C(t)
derart, dass fiir jedes 2’ € D(((w — A(t))?)") und jedes h € D(B)

[(Bh, ") = [{(w = A() " Bh, ((w — A(t))7*)'z")| < C@)[|1] |||

gilt. Im autonomen Fall zeigt dies, dass man unter der Bedingung (3.3.7) schwache
Losungen auch fir unbeschrinkte Operatoren B definieren kann, siehe [41]. Die Bedin-
gung 0 < % ergibt sich aus im Beweis auftretenden Integrierbarkeitsbedingungen.

Beweis: Es folgt aus (1.5.5) und (3.3.7), dass es eine Konstante C' > 0 so gibt, dass fiir
alle 0 < s <r <7T und jedes h € D(B) gilt

1P(s,7)Bhl| = || P(s,7)(w — A(r))*(w = A(r))° Bhl| < C(s — ) ~°|| .
Somit hat jedes P(s,r)B eine stetige Fortsetzung Pp(s,r) € B(H, F) mit
(3.3.8) [1P(s,r)|| < C(s —7)~°
1. = 2: Esseit€[0,7] und ¢ € Gy p beliebig. Da u P-fast sicher in L'(0,T; E) ist,

wissen wir, dass [s — (u(s), A(s)'p(s))] integrierbar ist, und aus der Definition einer
milden Losung ergibt sich unmittelbar P-fast sicher

/0 (u(s), A(s) pls)) ds = / (P(s,0)uo, A(s)'p(s)) ds

(3.3.9) N
‘|‘/0 /0 PB(S’T)/A(S),QD(S) dWH(r) is.
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3.3 Schwache Losungen im nichtautonomen Fall

Es folgt aus Satz 1.5.1, dass fiir beliebige h € D(B), r € [0,¢] und s € (r,t] gilt

b Pols,r)els)] = S 1P(s,)Bho(s)

ds
= [A(s)P(s,7)Bh, p(s)] + [P(s,7)Bh, ¢(s)].
= [h, Pp(s,7)'A(s)'p(s)] + [h, Pr(s,7)'¢'(s)].

Als Funktion von s ist die rechte Seite stetig und Integration iiber [r + €, ¢] liefert

[[h, P (t, 7)p(t)] = [h, Pp(r +e,7)p(r+€)] = /i [, Pp(s,7) A(s)'(s)] ds

+/+ [h, Pg(s,1)'¢'(s)] ds.

Lassen wir € von oben gegen Null konvergieren, so ergibt sich

[h, Pp(t,r) 0(t)] — [Bh, (r)] = / [h, Pp(s, 1) A(s)'¢(s)] + [h, Pp(s,7)'¢'(s)] ds
und wir haben
(3.3.10) / Pg(s,r) A(s) ¢(s)ds = Pg(t,r)'o(t) — B'p(r) — / Pg(s,r)' ¢ (s)ds.

Die Funktion [r — Pg(t,7) ¢(t)] ist stark messbar nach dem Satz von Pettis, sodass
Pg(t, ") o(t) € L*(0,t; H) aus (3.3.8) folgt.

Nun iiberpriifen wir, dass sowohl die Funktion [(s,7) — Pp(s,r) A(s)'¢(s)1{<q] als
auch die Funktion [(s,r) — Pg(s,r)'¢'(s)1<s) in L*((0,t)% H) liegen. Wie im Beweis
der Proposition 3.3.4 folgt dann aus dem Satz 1.7.15 und (3.3.10)

/Ot /08 Pi(s,ry A(s)p(s) W (r) ds = /Ot Pg(t,r)'(t) dWg(r)
- /0 | B'o(r) dWy(r)
B /Ot [ Py(s,7)'¢'(5) AW (r) ds.

Hieraus, aus (3.3.5) und (3.3.9) folgt dann , dass u eine schwache Losung ist.
2. = 1.: Sei t € [0, T] beliebig. Wie zuvor im Beweis der Proposition 3.3.4 geniigt es, fir
jedes 2’/ € F; die P-fast sichere Gleichheit

t

(u(t), 2"y = (P(t,0)uq, x) —i—/o Pg(t,s) ' dWy(s)

zu zeigen, wobei F; aus Bedingung (C) ist. Fiir ¢(s) = P(t, s)'2’ gilt dann wegen (3.3.8)
fir jedes h € D(B) und jedes s € [0, ]

[(Bh, o(s))] = [(Pa(t, s)h, ") < C(t = s)7 [ Al [l"].
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Dies zeigt, dass ¢(s) € D(B') fiir jedes s € [0,t) und B’y € L*(0,t; H). Folglich gilt
¢ € Gy p und wir wissen wegen (3.3.2) und (3.3.3), dass

(u(t),x"y — (P(t,())uo,a:’>~l—/0 (u(s), A(s)' P(t,s)x") ds

- [ WA Py ds+ [ Polts)a’ aWals

ist. Dies zeigt die Behauptung. O]

3.4 Pfadregularitat im linearen Fall

3.4.1 Aligemeine Existenz- und Regularitatsergebnisse

Dass stochastische Probleme ein qualitativ anderes Verhalten an den Tag legen als ihre
deterministischen Gegenstiicke, erkennt man an der Tatsache, dass (3.1.1) im Allge-
meinen keine milde Loésung hat. Bereits im autonomen Fall und fiir eindimensionale
Operatoren B tritt dieses Phdnomen auf; in [40, 99] konstruieren die Autoren Beispiele
in Rédumen C(K) und L, mit 1 < p < 2, welche keine milde Lésung besitzen.

Die folgende Charakterisierung der Existenz milder Losungen folgt unmittelbar aus der
Proposition 1.7.5.

Proposition 3.4.1. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Das Problem (3.1.1) hat eine milde Losung.
2. Fiir jedes t € [0,T)] ist die Funktion [s — P(t,s)B]| ein Element von (0,t; H, E).

In diesem Falle ist die milde Losung u gegeben durch
t
u(t) = P(t,0)ug +/ P(t,s)BdWy(s), te€][0,T].
0

Hierbei ist unter P(t,s)B im Fall B € L(H, E) \ B(H, E) stets die stetige Fortsetzung
Pg(t,s) € B(H, E) zu verstehen, siehe Abschnitt 3.3.

Der néchste Satz verallgemeinert [28, Theorem 1], [93, Theorem 2.2] und [117, Theorem
1.2] in dem hier betrachteten Spezialfall additiven Rauschens

Satz 3.4.2. Es sei E ein separabler Banachraum, (P(t,s))wsjea, €ine stark stetige
FEvolutionsfamilie, H ein separabler Hilbertraum, B € B(H,E), (Q,F,P,(Fi)i>0) ein
filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und Wy ein H-zylindrischer (F;)i>o- Wienerprozess.
Gilt

sup ||[s — (£ — s)""P(t, ) Bl[ly0,m.6) < 00

t€[0,T)

fiir ein a € (0,3), so ist die Abbildung [0,t] > s — P(t,s)B fiir jedes t € [0,T] stochas-

tisch integrierbar und

0,7] 5t — /tP(t, B dWi(s)
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3.4 Pfadregularitét im linearen Fall

besitzt eine Version mit stetigen Pfaden. Insbesondere gibt es eine milde Ldsung von
(3.1.1) mit stetigen Pfaden.

Bemerkung 3.4.3. Der Fall A(t) = 0 fiir jedes t € [0,T] und B € v(H, E) zeigt mit
Hilfe des Lemmas 1.6.6, dass obige Bedingung fiir o > % im Allgemeinen nicht erfillbar
18t8.

Beweis: Aus dem Beweis des Lemmas 2.4.1 folgt die Wohldefiniertheit von

D, (1) := /0 (t—s)"*P(t,s)BdWg(s)
und .
¢(t) :/0 P(t,s)BdWy(s).

Als Néchstes iiberzeugen wir uns von der Existenz einer stetigen Version von (. Dank
des Lemmas 2.2.1 geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes ¢ € [0,7] und P-fast alle w € €
die folgende Gleichung gilt

sin Tay
(3:4.1) (1) = 2 (Raal, ) (1),
das ist aber gerade die Aussage des Lemmas 2.4.1. Il

Als Néchstes eine Veranschaulichung, wie man den Satz 3.4.2 anwenden kann, wenn der
Rauschterm von einem )-Wienerprozess W herrithrt. Wir betrachten

du(t) = A(t)u(t) dt + dW(t), te[0,T]

(3.4.2) w(0) = o,

wobei (A(t), D(A(t))):ejo,r) Wie zuvor, W eine Q-Wienerprozess und vy € £ sind.

Als Erstes bringen wir (3.4.2) auf die Form (3.1.1). Dazu sei H der reproduzierende
Hilbertkern des Gauf’schen Zufallselements W (1) und B : H — E sei der kanonische
Inklusionsoperator; dann gilt B € v(H, E), @ = BB’ und W = BWp (siehe [21, 99]).
Wir kénnen in diesem Zusammenhang Theorem 2 aus [28] auf die nichtautonome Situa-
tion verallgemeinern. Ohne grofien Aufwand kénnen wir den Beweis fiir Banachrdume
vom Rademachertyp 2 durchfiihren und erhalten

Korollar 3.4.4. Es sei E ein separabler Banachraum vom Rademachertyp 2. Dann
existiert eine milde Lisung des Problems (3.4.2) mit stetigen Pfaden.

Beweis: Die Ungleichungen (1.6.3) und (1.6.4) implizieren, dass wir fiir beliebige o €
(0,2) und t € [0, T] haben

Is = (t = )" P(t,8)Bl30ume < Cslls = (t = 8)"*P(t, 8) Bll7, 055
< 02202||3 = (T — 8)_aB||%2(O,t;'y(H,E))
= GO By
< CSCQT_QQ+1||B||3(H,E)'
Die Behauptung folgt nun aus dem Satz 3.4.2. n
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Zusatzliche Regularitétseigenschaften der Evolutionsfamilie ermdoglichen es, iiber Ba-
nachrdume vom Rademachertyp 2 hinauszugelangen.

Korollar 3.4.5. Es sei E ein separabler Banachraum. Fiir alle 0 < s <t < T habe

8P(t ) eine beschrinkte Fortsetzung Q(t,s) und es gebe eine Konstante C' > 0 so, dass
fur beliebige 0 < s <t < T

(3.4.3) lQ(t 9l < C(t — )7
gilt. Dann ezistiert eine milde Losung des Problems (3.4.2) mit stetigen Pfaden.

Beweis: Es seien H und B € v(H, E) wie zuvor. Ferner sei o € (0,1) beliebig und wir
wéhlen ein festes § € (a, 2) Wir kénnen annehmen, dass C' > 0 berelts so gewahlt ist,
dass fiir beliebige s,t auch ||P(t,s)|| < C gilt. Dann folgt aus dem Lemma 1.3.3, dass
die Menge P(t) := {(t — s)"*"PP(t,s) : s € [0,t]} fiir jedes t € [0,T] R-beschrinkt ist
mit

R(P(t) < /0(t—S)_“+ﬁ_1IIP(t7S)\I+(t—8)_a+ﬂllQ(t78)lldS+Ht_‘”ﬁP(t,O)H

t
< 20 / (t —s) " tds + Ot~ = 2C(—a + B) 1T~ 4 CT—*F
0

= Cl < Q.
Geméf der Proposition 1.6.8 und (1.6.4) gilt dann

|[s = (t —s) " P(t, S>B]||'2y(0,t;H,E) < 012||[5 = (T — S>_5B]||'2y(0,t;H,E)
CH(—268+ 1)_175_25“”3”3(11,15)
< C}(-28+ 1)71T725+1||BH'2y(HE)

Somit folgt die Behauptung aus dem Satz 3.4.2. [

Die Bedingung (3.4.3) ist in vielen Situationen erfiillt (siehe die Sétze 1.5.2 und 1.5.8
und [142; Theorem 1 und Remark]).
Zum Abschluss des Unterabschnitts als Beispiel der Fall beschrankter A(t).

Beispiel 3.4.6. Es gelte A(t) € B(E) fir jedes t € [0, T] und t — A(t) sei stetig. Dann
gibt es eine milde Losung des Problems (3.4.2) mit stetigen Pfaden.

Beweis: Man weiff anhand von [107, Section 5.1], dass (A(t)):cpo,r eine eindeutige Evo-
lutionsfamilie (P(t, s))o<s<t<7 erzeugt, welche (1.5.1) auf E 16st. Aulerdem gilt

OP(t,s)
0s

Q(t,s) =

8P(t s)

= P(t,s)A(s), 0<s<t<T,

und somit ist gleichméBig stetig auf {(¢,s) € [0,7] : s < t}. Also folgt die
Behauptung aus Korollar 3.4.5. O]

66



3.4 Pfadregularitét im linearen Fall

3.4.2 Existenz und Regularitat im analytischen Fall

In diesem Unterabschnitt werden Raum- und Zeitregularitdtsaussagen im analytischen
Fall untersucht. Fiirderhin gelte die Bedingung (AT) aus dem Unterabschnitt 1.5.1 fiir die
Familie (A(t), D(A(t)))tcjo,r) mit Parametern p und v. Es sei an x,,, = p+v—1 € (0,1]
erinnert, auerdem trifft die Bemerkung 1.2.11 auf diesen Unterabschnitt zu.

Um den Einfluss der stochastischen Faltung auf die Pfadregularitit klar herauszustellen,
wird 0 als Anfangswert gewéhlt, d.h. von nun an betrachten wir

du(t) = A(t)u(t) dt + BdWg(t), te[0,T],
(3.4.4)

u(0) =0,
wobei E, H, B und Wy wie zuvor seien.
Analytische Evolutionsfamilien eréffnen die Moglichkeit, die Regularitéit auf zweierlei
Art und Weise zu verbessern: einerseits ermoglicht es die Glattungseigenschaft Raum-
regularitdtsergebnisse zu zeigen, und andererseits ist es moglich, sogar die P-fast sichere
Holderstetigkeit der Pfade zu zeigen.
Da wir uns spéater manchmal lediglich fiir stetige Pfade in Teilrdiumen interessieren und
sich dieses Resultat analog zu den bisher bewiesenen Regularitétssétzen beweisen lésst,
wird die Betrachtung der kombinierten Raum-Zeit-Regularitdt zunichst zuriickgestellt.
Als Anwendung des Lemmas 2.2.4 auf stochastische Faltungen haben wir

Satz 3.4.7. Es sei E ein separabler Banachraum, (A(t), D(A(t)))wcpm eine Familie
von abgeschlossenen Operatoren, welche die (AT)-Bedingung erfillt, H ein separabler
Hilbertraum, B € L(H, E), (Q,F,P, (Fi)i>0) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und
Wy ein zylindrischer (F,)i=o- Wienerprozess. Gilt fir ein o € (0, 5)

sup |[[s — (t = s)"“P(t, s)Bl|ly0.1,5) < o0,
te(0,7

so existiert eine milde Losung u von (3.4.4) mit stetigen Pfaden, welche zusdtzlich [t —
(w — A(t))°u(t)] € C([0,T); E) erfiillt, wobei § <  beliebig ist.

Beweis: Wir definieren ®,, : [0,7] x 2 — E ebenso wie im Beweis des Satzes 3.4.2.
Ebenso wie dort sieht man, dass fiir jedes p € [1, 00) und P-fast alle w € Q gilt ®,(-,w) €
L,(0,T; E).

Nun wéhlen wir ein beliebiges 6 < av. Fiir p € [1,00) mit 0 < o — ]—9 — 0 und geeignetes
Qo mit P(p) = 1 gilt dann ®,(-,w) € L,(0 T, ) fiir Jedes w € Q. Eine Anwendung
des Lemmas 2.2.4 zeigt, dass [t — snteay (W (w— A(t))°(Ra®,)(t,w)] eine stetige Funktion
fiir jedes w € € ist.

Ebenso wie im Beweis des Satzes 3.4.2 sieht man ein, dass [0,¢] 5 s — P(t, s) B stochas-
tisch integrierbar ist. Definieren wir dann ¢ : [0, 7] x © — E wie dort, so erkennt man,
dass ) R ®,, eine Modifikation von ( ist. Dies zeigt die Behauptung. O]

sm

Fiir den Fall konstanter Definitionsbereiche kénnen wir unter Riickgriff auf das Lemma
2.2.5 analog den folgenden Satz beweisen.

67



3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Satz 3.4.8. Es set E ein separabler Banachraum, H ein separabler Hilbertraum, B €
L(H,E), (Q,F,P,(F)i>0) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum, Wy ein H-zylin-
drischer (Fi)iso- Wienerprozess und ((-,-)g)se(,1) eine zulissige Interpolationsmetho-
de. Auflerdem erfille die Familie (A(t), D(A(t)))icjo,r) die (KD)-Bedingung und fiir ein
a € (0,3) gelte

(3.4.5) sup ||[s — (t — 8)"*P(t, ) B]|| 0,00, < 0.
t€[0,T]

Dann besitzt die stochastische Faltung Wa(, Pfade P-fast sicher in C*([0,T); Es) fiir
beliebige A + 0 < «, wobei Es = (E, D)s.

Im Fall nichtkonstanter Definitionsbereiche erweist es sich als besser, auf Definitionsbe-
reiche gebrochener Potenzen als Zwischenrdume auszuweichen.

Satz 3.4.9. Es sei E ein separabler Banachraum, (A(t), D(A(t)))icpor eine Fami-
lie von Operatoren, welche die (AT)-Bedingung erfillt, H ein separabler Hilbertraum,
Be L(H,E), (QF,P,(F)iso0) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und Wy ein zy-
lindrischer (F)i>0- Wienerprozess. Gilt fir ein a € (0, 3)

sup ||[s = (£ = s)""P(t, ) B]|ly(0,61,5) < 00,
te(0,7)

so existiert eine milde Losung u von (3.4.4) mit stetigen Pfaden, welche zusditzlich [t —
(w— A(t))°u(t)] € CM[0,T]; E) erfiillt, wobei man X\ >0 und 6 > 0 gemdf

(3.4.6) a—0< Ky, und A+0<a,
oder
(3.4.7) a—0>kK,, and A< Ky,

wdhlen kann.

Die Bedingung (3.4.7) ist dabei einschréinkender als (3.4.6). In dem Fall 5., > 1 ist die
Bedingung o — 0 < £,,, in (3.4.6) immer erfiillt.

Bemerkung 3.4.10. Wenn man die vollstindige Verallgemeinerung von Theorem 3
aus [28] erhalten mdchte, so ist man gezwungen den zusditzlichen Parameter v in die
Bedingungen aufzunehmen.

Ist man an deterministischen Anfangswerten ungleich Null interessiert, so folgt aus der
Proposition 1.5.4, dass fiir ug € (E,D(A(0)))8 die Aussagen des obigen Satzes fiir
0 = 0 ebenfalls gelten.

Beweis von Satz 3.4.9: Zunéchst definieren wir ®,, : [0,7] x Q — E wie bisher gemif

O (t) = /0 (t — s)"P(t, s)B dWg(s).
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3.4 Pfadregularitét im linearen Fall

Dann wissen wir bereits, dass fiir jedes p € [1,00) und P-fast alle w € Q ®,(-,w) €
L,(0,T; E) gilt.

Nun wéhlen wir § > 0 und A > 0 geméif (3.4.6). Fiir p € [1,00) mit A < a — % — 0 und
ein p mit P(Qp) = 1 gilt dann ®,(-,w) € L,(0,T; F) fir jedes w € Q. Anwendung
des ersten Teils des Lemmas 2.2.6 liefert, dass [t — w — A(t))° Ro®u(t,w)] eine
A-holderstetige Funktion fiir jedes w € €y ist.

Ebenso wie im Beweis des Satzes 3.4.2 sicht man ein, dass [0,t] 5 s — P(t, s) B stochas-
tisch integrierbar ist. Definieren wir dann ¢ : [0, 7] x 2 — E gemé8

sin(mwa) (

C(t) = /O " P(tS)B dWi(s).

so erkennt man wie im Beweis des Satzes 3.4.2, dass (e R ®,, eine Modifikation von
( ist.

Als Néchstes wéhlen wir 6 > 0 und A > 0 gemé$ (3.4.7). Fiir p € [1,00) mit « — 6 — 119 >
K, konnen wir dann das obige Raisonnement mit Riickgriff auf den zweiten Teil des
Lemmas 2.2.6 wiederholen. O]

Insbesondere konnen wir [28, Proposition 2| auf die nichtautonome Situation in Ba-
nachrdumen vom Rademachertyp 2 verallgemeinern.

Korollar 3.4.11. FEs sei E vom Rademachertyp 2 und B € ~(H, E). Dann existiert
eine milde Losung u von (3.4.4) mit stetigen Pfaden, fir welche die Pfade von ((w —
A)°u(t))sso in CMN[0,T]; E) liegen fﬁr jede Wahl von A > 0 und § > 0 gemafs

(3.4.8) A+6 < 3, falls K, > 5
oder
1
(3.4.9) § < 5~ und A < Ky, falls K, < i

Man sieht, dass in (3.4.9) die Raumregularitit 0 < 0 < % beliebig nahe an 3 gewahlt
werden kann, da (AT1) und (AT2) auch fir kleinere p und v gelten. Hingegen wird die
Zeitregularitat beschréankt durch die Werte von p und v.

Bewers: Dank des Korollars 3.4.4 wissen wir bereits, dass

(3.4.10) sup ||[s — (t —s) " P(t, s)Bl||ly0,6m,E8 < 00
te[0,7)

fiir jedes o € (0, 3) gilt.

Fiir festes t € [0, 7] folgt dann aus (1.6.3) und (1.6.4), dass

t
It =) Pt ) B gy < CF / (t = )| P(t, ) Bl 111 ds

t
< €2 sup [P 9)PIBI / (t— )2 ds

s€[0,t]
1
2a

T1—2a

IN

C3 sup sup | P(t, ) I*I1BIF 07—
t€[0,T] s€[0,t]

69



3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

gilt. (3.4.8) und (3.4.9) sind nun Folgerungen aus dem Satz 3.4.9. O

Unter zuséatzlichen Annahmen an die Regularitdt der Evolutionsfamilie erhalten wir ein
dhnliches Raum-Zeit-Regularitétsergebnis in allgemeinen Banachrdumen. Es gilt

Korollar 3.4.12. FEs gelten die Voraussetzungen des Korollars 3.4.5 und B € v(H, E).
Dann existiert eine milde Losung u von (3.4.4) mit stetigen Pfaden, fiir welche die Pfade
von ((w—A(t))°u(t)) o in C*[0,T); E) liegen fiir jede Wahl von X\ > 0 und § > 0 gemdf

A+0 < 3, falls Ky, > 3

oder

1
o< 5~ Kpp und X < Ky, falls k,, < %
Mit Hilfe der Proposition 3.3.4 erkennt man, dass ein solches u auch die eindeutige
schwache Losung von (3.4.4) ist.

Beweis: Im Laufe des Beweises des Korollars 3.4.5 wurde gezeigt, dass (3.4.10) fiir jedes
a € (0, %) erfiillt ist; also folgt die Behauptung aus dem Satz 3.4.9. ]

Bemerkung 3.4.13. Die Aussagen des Satzes 3.4.9 und des Korollars 3.4.11 kénnen
auch unter anderen als den (AT)-Bedingungen bewiesen werden. Man kann ndmlich in
jeder Theorie fir FEvolutionsfamilien, in der die Aussagen des Satzes 1.5.1 und (1.5.4)
fiir ein gewisses Ky, = p+v —1 > 0 gelten, das Lemma 2.2.6 beweisen. Ebendieses
Lemma ist aber gerade der wesentliche Bestandteil der Beweise.

Fehlt eine der Abschitzungen (1.5.2), (1.5.3) oder (1.5.4), so ist es mdglich, Zeit- oder
Raumregularitit vermittels einer Modifizierung des Lemmas 2.2.6 zu zeigen.

Wie bereits in der Bemerkung 2.2.7 erwdhnt, gibt es fir den Satz 3.4.9 und die Korollare
3.4.11, 3.4.12 Versionen unter den Bedingungen (P) aus [117].

3.4.3 Beispiele

In diesem Unterabschnitt werden Anwendungen der Resultate aus dem Unterabschnitt
3.4.2 auf stochastische partielle Differentialgleichungen behandelt.

Wie bereits im Unterabschnitt 1.5.1 erwahnt, gibt es eine Fiille von Operatoren, welche
den Bedingungen der Korollare 3.4.11 und 3.4.12 geniigen. Die ersten beiden Beispiele
sind stochastische Verallgemeinerungen deterministischer Gleichungen aus [1, 116, 143]
und Anwendungen der Korollare 3.4.11 und 3.4.12. Das letzte Beispiel ist eine Anwen-
dung des Satzes 3.4.9 und veranschaulicht eine Herangehensweise an solche Probleme
fiir unbeschrénkte B.

Da die auftretenden Banachrdaume als reell und die Operatoren als R-linear zu verstehen
sind, wird an einigen Stellen zu Komplexifizierungen iibergegangen ohne dies explizit
deutlich zu machen, vgl. dazu die Bemerkung 1.2.11.

Die auftretenden Sobolev-Réume seien dabei definiert wie in [131].

70



3.4 Pfadregularitét im linearen Fall

Beispiel 3.4.14. Wir betrachten
du(t,xz) = A(t,z, D)u(t, z) + dw(z,t), te (0,T],z € G,

(3.4.11) C(t,z,D)u(t,z) =0, te (0,T],x € 0G
u(0,2) =0, z€aq.

Hierbei sei G ein beschrinktes Gebiet des R", dessen Rand von der Klasse C? sei und lo-
kal auf einer Seite von G liege. Ferner nehmen wir an, dass 0G die disjunkte Vereinigung
zweier abgeschlossener (mdglicherweise leerer) Mengen Ty und I’y sei und dass

n

A(t,z, D) = ay(t,2)D;D; + Y _ ai(t, z)D; + ag(t, x)

ij=1 i=1

sowtie
n

C(t: Z, D) = Z Ci<t7 $)Dz + CO(ta .’L')
i=1
gelte. Die Koeffizienten seien reellwertig und mdégen der folgenden Bedingung gentigen

A5, Qg5 G S C“([O,T], C(@)),Ci,(:g S C’“([O,T], Cl(a»

fir i, j,k = 1,...,n und eine Konstante p € (3,1]. Auferdem sei die Matriz (a;;);;
symmetrisch und gleichmdf$ig elliptisch, d.h. es gebe eine Konstante k > 0 so, dass

(3.4.12) > ay(t2)&& > k€, v e G tel0,T),§ R

ij=1
Schliefslich gelte co = 1 und ¢; = 0 auf Ty fir jedes i = 1,...,n und es gebe ein
B > 0 so, dass fir beliebige x € Ty und t € [0,T] gilt >, cx(t, x)ng(x) > B, wobei
n(xz) = (n1(x),...,n,(x)) den duferen Normalenvektor in x bezeichne.
Der Rauschterm sei definiert durch

(3.4.13) w(t,z) = be(x)Bi(t),

wobet by, : G — R fiir k > 1 messbare Funktionen mit der Eigenschaft

(3.4.14) /G (Zbg(@)g dz < 50

k>1

fiir festes q € [2,00) und (B)ken €ine stochastisch unabhdngige Folge reeller Brown’scher
Bewegungen seien. Besitzt A(t,z, D) = A(x,D) etwa eine Darstellung A(z,D)f =
> ken () fr, s0 kann man unter obiger zusditzlicher Bedingung by, = fi wdhlen; in die-
sem Fall operieren die stochastischen Terme in den gleichen ,Koordinaten“ wie A(x, D).
Das Problem (3.4.11) kénnen wir auf E, = L,(G) fir 2 < p < q als ein Problem der
Art (3.4.2) modellieren. Hierbei sei Ay(t) die Realisierung auf E, von A(t,z,D) mit
Definitionsbereich

D(A,(t)) = {f € WA(G)| C(t,-. D)f = 0 auf G}.
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Dann geniigt (A,(t), D(Ay(t))) der Bedingung (AT) mit Konstanten p wie oben und
v =3, siehe [1, 116, 143].
Wihlen wir H = 1* mit Standardbasis (ex)ren und definieren B : H — E, gemdfs

Bh =3, [h, ex]bx, soist B € B(H, Ep), da fir jedes h € H gilt

IBAL, ) = /Gzh hy )by, (x ‘ dx

IN
S
—
g
D‘
=
\_”/
A
giNg
%
\/

- uhup/(zb? )

k>1

Es gilt zudem

1B,y = (E(II > ngekII%p)>

N

keN

Kap (E(H ngBekH%p))

keN

g

keN

— K2p( (lg1?) p( Z|bk 2 ) < 00,

G keN

INZ
Sy

3=

wobei in (i) die Hincin-Kahane-Ungleichung, p < q und (3.4.14) benutzt wurden, also
haben wir sogar B € v(H, E,).

Wir befinden uns somit in der Situation des Korollars 3.4.11 2. und wissen, dass (3.4.11)
eine milde Lésung u hat, fiir die die Abbildung [t — (w — A,(t))°u(t,w)] fiir P-fast alle
w e Q in CN[0,T); E,) liegt fir jede Wahl von X > 0 und § > 0 mit § < 5 —n und
A<n, wobei 0 <n < p— % beliebig ist. Aufgrund der Proposition 3.3.4 ist u auch eine
schwache Ldsung.

Im Fall Ty = 0 kénnen wir sogar p € (0,1] und v = 1 wdihlen, da wir es nun mit
konstanten Definitionsbereichen zu tun haben. Ist nun p € (0, %), so zeigt das Korollar
3.4.11 2. die Existenz einer milden Lésung u mit

(3.4.15) u € C*([0,T]; D((w — A,(0))%))

fiir jede Wahl von X > 0 und 6 > 0 mit 6 < %—u und X < p. Fir é < % gilt nach
(1.4.1) und dem Theorem 4.5.3 aus [131]

C([0, T D((w = Ay(0))°)) = CH([0, TT; (Ep, D(Ap(0)))s00) = C([0, T]; By (G)).
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3.4 Pfadregularitét im linearen Fall

Ist u € [ 1], so zeigt das Komllar 3.4.11 1. die Existenz einer Lisung u, fir die (3.4.15)
fir X, 5>O mit \+6 < 1 5 gilt.

Als Néchstes betrachten wir folgende Anwendung des Korollars 3.4.12.
Beispiel 3.4.15. Es sei

du(t,xz) = A(t,z, D)u(t, z) + dw(x,t), te (0,T],z € G,
(3.4.16) C(t,z,D)u(t,z) =0, te (0,T],z € 0G
u(0,2) =0, x €.

Hierbei sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet, dessen Rand von der Klasse C? sei und
lokal auf einer Seite von G liege und

n

A(t,z, D) E:D@ﬂx )+ aolt,z), Clt,, D) = 3 ay(t,2)mi(w)D;,

2,J=1 2,J=1

wobei n(x) = (ny(x),...,n,(z)) der duflere Normalenvektor sei. Die Koeffizienten seien
wiederum reellwertig und maogen den folgenden Bedingungen geniigen

a;; € C*([0,T); C(G)), ai(t,-) € C(G), Dyay; € C([0,T) x G)
ag € C*([0,T), Ln(G)) N C([0,T}; C(G))

fir i, j,k = 1,...,n, t € [0,T] und eine Konstante p € (3,1]. Auferdem sei (a;;)
symmetrisch und gentige (3.4.12). Der Rauschterm sei wie in (3.4.13) fiir ein q € [2, 00).

Das Problem (3.4.16) werde auf E = L,(G) firl < p < q wie in Beispiel 3.4.14 betrach-
tet. Dann gentigt (Ay(t), D(A,(t))) den Bedingungen (AT) und (AT2) mit Konstanten
w wie zuvor und beliebigem v € (1 — p, %), siehe [1, 116, 143].

Nun kénnen wir das Korollar 3.4.12 2. anwenden und wissen, dass (3.4.16) eine milde
Lisung u besitzt, fiir deren Pfade P-fast sicher [t — (w — A(t))%u(t)] € C*[0,T); E) gilt
fiir jede Wahl von A > 0 und 6 > 0 mit 6 < %—n und A <n, wobein € (0, u— %) beliebig
sei. Aufgrund der Proposition 3.5.4 ist u auch die eindeutige schwache Lésunyg.

Bemerkung 3.4.16. Ersetzt man im Beispiel 3.4.15 die Randbedingungen durch Dirich-
letrandbedingungen, so gelten dhnliche Ergebnisse: in diesem Fall kann man p € (0,1]
und v = 1 wdhlen.

Das néchste Beispiel beschéftigt sich mit weilem Rauschen in Raum und Zeit, welches
Motivation fiir die Formulierung der Ergebnisse in den Unterabschnitten 3.4.1 und 3.4.2
fiir unbeschrénkte B ist. Das betrachtete Beispiel ist die nichtautonome Verallgemeine-
rung von Beispielen in [29, Theorem 5.20] und [41, Section 5|. In [29, Theorem 5.20]
benutzen die Autoren Eigenfunktionen und -werte fiir den Fall, dass A selbstadjungiert
auf einem Hilbertraum ist; in [41, Section 5] wird eine Methode vorgestellt, die auch
fiir gewisse Operatoren anwendbar ist, die nicht notwendigerweise selbstadjungiert sind.
Dort stoBt man auf das Problem fiir gegebene B, H und E einen Raum E so zu finden,
dass der Operator B definiert auf H Werte in E annimmt und zu y(H, E) gehort. In
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

[41, Section 5| wird dies gelost, indem man E als geeigneten Extrapolationsraum von F
wéhlt. Es ist nicht klar, ob diese Methode auch auf den nichtautonomen Fall iibertragen
werden kann, da der Extrapolationsraum zunéchst von ¢ abhidngt. Dahingegen ist es
moglich, B : H D D(B) — E als einen unbeschrinkten Operator aufzufassen und auf
diese Art und Weise das autonome Beispiel aus [41] wie folgt zu verallgemeinern.

Beispiel 3.4.17. Wir betrachten die folgende Gleichung, welche durch weiffes Rauschen
in Raum und Zeit gestort werde, formal also:

(1) = L, Dl a) + Bi(to), wel01]te0T]
(3.4.17) u(0,2) = €01
u(t,0) = t 1) 0,

wobet
L(t,x, D) = as(t,2)D* + a1 (t,x) D + ay(t, x)

und der formale Ausdruck 2 St (t,x) als distributionelle Ableitung zu verstehen ist, siehe
auch die Bemerkung 3.4. 18 Hzerbez seien die Koeffizienten reellwertig und mdgen der
folgenden Bedingung geniigen az,ay,a0 € C*([0,T]; C([0,1])) fiir ein p € (5,1]. Aufer-
dem gebe es ein k > 0 so, dass ay > K gilt, und eine > 0 so, dass as € C*([0, 1]; C([0, 7))
qgilt.

Diese Gleichung wird wie (3.1.1) nur fir unbeschrinktes B auf E, = L,(0,1) mit p €
2,00), Ap(t) = L(t,-), D(A(t)) = W2(0,1) N W, (0,1), H = Ly(0,1), D(B) = Ly(0,1)
und Bf = [ betrachtet. Wie im Beispiel 3.4.14 gilt, dass (Ay(t), D(A,(t)))cor der
(KD )-Bedingung geniigt mit Parameter u, also insbesondere der (AT)-Bedingung mit p
und v = 1, siehe [3, Section 7.

Zundchst tiberprifen wir die Voraussetzungen des Satzes 3.4.9. Es set1 0 < s <t < T und
n € (0,u) beliebig aber fest. Dann folgt aus (1.5.5), dass P(t,s)(w — Ay(s))" zu einem
beschrinkten Operator P,(t,s) mit || P,(t,s)]| < C(u —n)~*(t — s)™" fortgesetzt werden
kann.

Bezeichnet Ap den Laplace-Operator mit Dirichletrandbedingungen, so sieht man wie in
[41, Section 5], dass B € ~(H, (Ep)é,’?) fiir jedes n > 1 gilt. Bezeichnet By : W(0,1) —
D((—Ap)'™") die Identitit, so wurde in [41] gezeigt, dass (—Ap)'™"B; € v(W£(0,1), E)
gilt.

Da (A,(t), D(Ap(t))) der (KD)-Bedingung geniigt, folgt aus [124, Section 5.2/, dass
{(w=A,®))(w—A,(s))" " :s,t €[0,T)} gleichmdfig beschrinkt in B(E,) und B(H) ist.
Insbesondere impliziert dies D(A,(t)) = D(A,(0)) mit dquivalenten Normen gleichmdfig
int € [0,T]. Wegen D(A,(0)) = D(Ap) mit dquivalenten Normen kinnen wir auf
D(A,(t)) = D(Ap) mit dquivalenten Normen gleichmafsig in t € [0,T] schliefsen.
Aufgrund der e-Holderstetigkeitsannahme gilt wegen der Ergebnisse aus [34], dass jedes
w— A, (t) beschrinkte imagindre Potenzen besitzt und Konstanten C,~ > 0 so existieren,
dass fiir jedes t € [0,T) die Abschitzung ||(w — A,(t))™|| < Cel"l giiltig ist; natiirlich
hat —Ap ebenfalls beschrinkte imagindre Potenzen. Eine genaue Analyse des Beweises
von [86, Theorem 4.2.6] liefert dann

D((w = Ap(£))'") = [Ep, D(Ay(t)]1—y 2 [Ep, D(Ap)li—y ~ D((—Ap)'™")
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3.4 Pfadregularitét im linearen Fall

mit dquivalenten Normen gleichmdflig in t € [0,T]. Daher gilt

1w — Ap(t) " Billywz0.0),5,) = 1(=Ab) " Billyw201).5,);

mit Konstanten gleichmdfig in t € [0, T]|. Da vy-radonifizierende Operatoren die Rechts-
ideal-Figenschaft besitzen, erhalten wir

[(w — Ay ()" Blly(a,5,)
= l(w = Ay () "By (w — Ap(t) i)
< (w— Ap(t))_l||B(H,W22(0,1))||(w - Ap(t»l_nBl||7(W22(0,1),Ep)-

Da [[(w — Ay()) w200y gleichmdfig beschrinkt in t € [0,T] ist, haben wir ge-
zeigt, dass fir jedes t € [0,T] der Operator B in v(H, (Ep)i‘g)_w
supreo ) (0 = Ay(6) " Blly.5,) < 0.

Aus den obigen Resultaten folgt, dass fiir beliebige 0 < s <t < T der Operator P(t,s)B
zu einem beschrinkten Operator von H nach E, fortgesetzt werden kann. Da E, vom
Rademachertyp 2 ist, erhalten wir auflerdem fiir n,o > 0 mitn € (%1, ) und n+ o < %

) liegt mit Cp, =

I[s = (t = 5)"*P(t, s) Bl|l0.:11.5,)
< Goll[s = (t = 8)""P(t, 8) Bl o061, 5,)
= Oyfl[s = (t—5)""P(t,s)(w — Ap(s))"(w — Ay(8)) "Bl La0.6:1(21.5,))
< Clu—n)"Coylls = (= 5)" a0y < Cpupar < 0

fiir jedes t € [0,T].
Folglich kénnen wir den Satz 3.4.9 1. fiir den Fall eines unbeschrinkten B mit beliebigem
a € (0, }l) anwenden und erhalten eine milde Lésung u mit

u € CM[0,T]; D((w — A4,(0))°)) = C*([0, T]; H°(0,1))

fiir jede Wahl von A > 0 und 6 > 0 mit \+6 < %. Es folgt aus der Proposition 3.5.7, dass
u auch schwache Losung ist. Wihlen wir p hinreichend grof, so kinnen wir mit Hilfe
Sobolev’scher Einbettungssitze schliefen, dass u € C*([0,T]; C*([0,1])), wobei A > 0
und § > 0 wie zuvor sind. Wie in [41] erhalten wir dann, dass (3.4.17) eine milde

Lisung u € CM[0,T] x [0,1]) besitzt fiir jedes X € (0, %) mit u(-,0) = u(-,1) = 0.

Bemerkung 3.4.18. Mehr Details tiber weiffes Rauschen kann man beispielsweise dem
Artikel [115] von KAY-UWE SCHAUMLOFFEL entnehmen.

3.4.4 Maximale Regularitat

In dem Fall, dass A(t) unabhéngig von ¢ ist, haben zahlreiche Autoren Probleme ma-
ximaler Regularitdt in Verbindung mit (3.1.1) untersucht. In [28, 29] wurden fiir den
Fall, dass E ein Hilbertraum ist, hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, dass die

milde Losung u von (3.4.4) fir jedes ¢t € [0,7] ihre Werte P-fast sicher in D((—A)2)
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

annimmt und (—A)%u stetig im zweiten Moment ist. Solche Regularitdtsaussagen be-
reiten den Weg, um nichtlineare stochastische partielle Differentialgleichungen im Falle
additiven Rauschens zu betrachten. In [41] wurden diese Resultate auf eine grofie Klasse
von Banachrdumen verallgemeinert unter der Annahme, dass —A einen beschrankten
H>-Funktionalkalkiil besitzt, fiir eine Erlauterung dieses Begriffs sei auf Unterabschnitt
1.3.3 verwiesen.

Hier werden wir der Frage nach maximaler Regularitdt in dem Fall nachgehen, dass
die Familie (A(t), D(A(t))) den Bedingungen der Kato-Tanabe-Theorie geniigen, siehe
Unterabschnitt 1.5.1. Im weiteren Verlauf erweisen sich folgende Annahmen als niitzlich:

(H*>) Es gibt eine Konstante C' > 0 und ¢ € [0, 7) so, dass fiir jedes ¢ € [0, T] der Ope-
rator (w — A(t)) einen beschrankten H*-Funktionalkalkiil auf 3, besitzt, dessen

Schranke folgender Abschétzung geniigt
sup ({ILf (w — A@)I = [ flla= (s, < 1}) < C.

(H°) Es gibt eine Konstante C' > 0 und ¢ € [0,3) so, dass fiir jedes ¢t € [0,7] der
Operator (w — A(t)) einen ~y-beschrankten H>-Funktionalkalkiil auf ¥, besitzt,

dessen ~y-Schranke folgender Abschéatzung geniigt
Y{fw—=A®) : [[flaes, <1}) <C.

(H3°) impliziert stets (H>). Hat E Pisiers («)-Eigenschaft, so sind (H*°) und (H:°)
dquivalent, siehe [64, Theorem 5.3].
Nun koénnen wir ein erstes maximale Regularitétsresultat zeigen.

Satz 3.4.19. Der separable Banachraum E sei vom Rademachertyp 2 und die Familie
von Operatoren (A(t), D(A(t)))iep,r) gendige den Bedingungen (KT) und (HS°). Ist B €
v(H, E), so existiert eine milde Lisung u von (3.4.4) mit stetigen Pfaden und fir jedes
p € [1,00) existiert eine Konstante C > 0 so, dass fir jedes t € [0,T] gilt

El|(w — A@®)2u()||? < C||Bllam).

Auperdem gehort die Punktion [(t,w) — (w — A(t))2u(t, w)] zu Boy([0,T); L,(Q; E)) fiir
jedes p € [1,00) und sie ist stark progressiv messbar.

Es folgt aus der Proposition 3.3.4 und den vorangehenden Uberlegungen, dass u auch
die eindeutige schwache Losung von (3.4.4) ist.

Beweis: Der Satz 1.5.8 und das Korollar 3.4.5 zeigen, dass (3.4.4) die milde Losung

u(t) = /O P(t, ) B dWy(s)

besitzt. Um die erste Behauptung zu zeigen, geniigt es nach der Proposition 1.7.5 und der
Hincin-Kahane-Ungleichung, die Existenz einer von ¢ unabhéngigen Konstante C' > 0
mit )

I[s = (w = A(2))2 P(t, ) B]lly 00,8 < CllBllys.p)
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nachzuweisen. Dazu benutzen wir (1.5.8) und erhalten
1
Ils = (w = A(2))2 P(t, 5) Bl[|y0,1:1.)
1 o(—s 1
< s = (w = A@) 2" OB e + s = (w = A®)2V(t,8) Bl 0um.e)-

Da der Banachraum E vom Rademachertyp 2 ist, hat er insbesondere endlichen Rade-
macherkotyp, und aus der Annahme (H3°) und [41, Theorem 6.2 und Remark 6.3] folgt
dann, dass es eine Konstante C' > 0 so gibt, dass fiir jedes ¢t € [0, T] gilt

s = (w — A®))2e 4O B0 nm.5) < C|lBll.m)-

Um nun den anderen Ausdruck abzuschéitzen, beachte man, dass ¥ vom Rademachertyp
2 ist und somit gilt

s = (w = A@®))2V (£, 8)Bllly0.um.m) < Callls = (w = A@))2 V(¢ 8) Bl L (0,v(11.55)-
Also folgt aus (1.5.9)

|(w = A#))2e A R(7, 8)[| < Ot — )2 (7 = 5),
wobei C' > 0 eine von ¢, s, 7 unabhéngige Konstante ist. Die Definition von V' liefert
1
[(w = A)2V (t,) Bl 0,40 (1.5

t t

:/ / (w — A(t))%e(t’T)A(t)R(T, s)Bdr
Ot st 1 ,

S/ (/ | (w _A(t))ae(t_T)A(t)R(T,s)B||7(H,E) d7'> ds
0 s

2

ds
v(H,E)

t t L 2
< / ( C(t—T)_i(T—8)p_1||B||,y(H7E) dT) ds
0 s

< C’TQp”BHny(H,E)

fiir eine gewisse Konstante C' > 0. Dies zeigt die gewiinschte Abschitzung. Die andere
Behauptung folgt hieraus und aus dem Lemma 1.7.7. [

In allgemeineren Banachrdumen kénnen wir ein &hnliches Resultat zeigen, wenn wir die
Wahl des Parameters p in (KT2) einschréanken.

Satz 3.4.20. Es sei E ein separabler Banachraum von endlichem Rademacherkotyp und
die Familie (A(t), D(A(t)))icio,r geniige der Bedingung (KT) mit p € (,1) und (HZ°).
Ist B € v(H, E), so existiert eine milde Losung u von (3.4.4) mit stetigen Pfaden und
fiir jedes p € [1,00) gibt es eine Konstante C > 0 so, dass fir jedes t € [0,T] gilt

El|(w — A®)2u(t)[|? < C||Bllm.m).

Auferdem liegt die Funktion [(t,w) — (w — A(t))2u(t,w)] in Boy([0,T]; L,(Q%; E)) fir
jedes p € [1,00) und sie ist stark progressiv messbar.
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Es folgt aus der Proposition 3.3.4 und den vorangehenden Uberlegungen, dass u die
eindeutige schwache Losung von (3.4.4) ist.

Beweis: Der Beweis verlauft analog zu dem Beweis des Satzes 3.4.19, ein anderes Vor-
gehen wird lediglich fiir die Abschitzung der y-Norm von [s — (w — A(t))2V (¢, s)B]
gewahlt.

Zunéchst schitzen wir R aus der Definition von V' ab. Wie in [124, Section 5.3] kénnen
wir R(t,s)B =Y, < Rn(t, s)B schreiben, wobei wir induktiv

Ri(t,s) = 271m / (= ;Ru AB) N, Rt s) = / Ri(t, 7)Ron s (7, 5) dr

definieren. Dann folgt aus (1.6.4) und der Bedingung (KT3), dass

|[s = Ru(t, $)Bl04m,5)
S COoSs a i
S Z / t kd)) atROﬁek(b 7A(t>>BH’y(O,t;H,E)dT
ke{— 11}
<y L / re-s) 45) )| L Rirehe, Ae) 18] dr
ke{— 11}

IN

1
HBH’Y(H,E) /oo 1 — 627“tcos(¢) 2 1 p
—_— r
T 0 —2r cos(9) 1+7re
1
IBlhoney [ (Locxwioyt o,
— T
T 0 —2x cos(¢) tP 4+ xP
th2

1 _1 o]
tP B
< HB’H(H,E)/ _de_,_HL(H’E)I/ o dx
o PP (Cocos(@))s Pt ar

Da p < 1 ist, gilt
1 -1 1,01 _1
tP P tP
/ ~_dr < Cdp =
o PP 0 P 1—p

Wegen p > % konnen wir den anderen Term abschétzen geméafl

& =3 0 =3 =
/ 73 dr < / 73 dr = T
1 tP + xP 1 xP p— 3

s = Ru(t, 8)Bllly0.0m.m < Ct°2,

N

[N

Also wissen wir

wobei C' = 1% +
P o=
Fiir m > 1 gilt

N ||

)T + )

R,, < Cmtmpff
1[5 = Bon(t, ) Bl o0 Tonp s 1)
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3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

In der Tat wurde dies bereits fiir m = 1 gezeigt. Fiir m > 1 folgt per Induktion und
wegen (1.5.9)

t
[[s = Rinsa(t, 8)Blllyo4mm) < / IR (t, )| | R (7, 8) Blly(0.7:11.5) dT
" (p)T(p+ 3)
I(mp+ 1)

grmigminp—y DOILmo £ 5) T o)L (p +5)

L((m+1p+3) Tlmp+3)
—  mtlymt)p—3 "™ (p)l(p + %1) .

F((m + 1)p + 5)

dr

< [ ctrprcns

N

Dies zeigt die Behauptung.
Daher gilt dann

I[s — R(t,s)Bl|lyoume < Z [[s = Ron(t, 8)Bllly0.6:1.1)

m>1

< " il(p+ 1) Z(JmTWJUP—Fm1(’))1 = Ctr 2
27 L(mp +3)

fiir eine Konstante C' > 0. Folglich existiert eine Konstante C' > 0 so, dass fiir jedes
t €10,7] gilt

s = (w — A(#)2V (t,8)B]|| 0.1,

/ 1w — At))2e¢DAOY |5 i R(7, 5)Blls(0.0:01,) dT

/ (t—7)" 377 3 dr < ol +s)
T
0

Dies war zu zeigen. O

3.5 Nichtlineare Gleichungen unter
Lipschitzbedingungen

Die in den voranstehenden Abschnitten erhaltenen Resultate erméglichen es nun, sto-
chastische nichtlineare Evolutionsgleichungen der folgenden Art zu betrachten

du(t) = (A(t)u(t) + F(t,u(t))) dt + BdWg(t),

(3.5.1) u(0) = o,

wobei wiederum der Familie von Operatoren (A(t), D(A(t))) auf eindeutige Art und

Weise eine Evolutionsfamilie (P(t, 5))s)ea, zugeordnet sei, B € B(H, E), Wy ein H-
zylindrischer (F;)¢>o-Wienerprozess, ug € F und F' : [0,00) x E D D(F) — FE seien.

79



3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Wie bereits bei reellen stochastischen Differentialgleichungen ist (3.5.1) lediglich eine
symbolische Schreibweise, sodass es einer Definition bedarf, was man unter einer Losung
von (3.5.1) zu verstehen hat. Als Erweiterung von Definition 3.3.1 haben wir

Definition 3.5.1. FEs sei E ein separabler Banachraum. Ein (F;)i>o-progressiv mess-
barer E-wertiger stochastischer Prozess (u(t))ico,r) heifit milde Losung von (3.5.1) auf
0,77, falls

1. P-fast sicher fiir jedes t € [0,T] (s,u(s)) € D(F) fiir jedes s <t und P-fast sicher
[s — P(t,s)F(s,u(s))] € L1(0,t; E),

2. fiir jedes t € [0, T] die Abbildung [s — P(t,s)B] ein Element von ~(Ls(0,t; H), E)
definiert und

3. P-fast sicher fiir jedes t € [0,T] die folgende Gleichheit erfiillt ist
t ¢
u(t) = P(t,0)uo —|—/ P(t,s)F(s,u(s))ds —|—/ P(t,s)BdWg(s).
0 0

Der eingeschlagene Weg orientiert sich an [117] fiir den Fall additiven Rauschens und
erweitert fiir diesen Fall die dortigen Hilbertraumresultate auf Banachraume.

Bemerkung 3.5.2. Man kann obige Definition genauso wie im Abschnitt 3.2 auch
fir unbeschrinkte Operatoren (B, D(B)) formulieren, wenn man dann unter P(t,s)B
wiederum die stetige Fortsetzung versteht.

3.5.1 Allgemeine Existenz- und Regularitatsergebnisse

Im Folgenden sei I stets ein separabler Banachraum und (P(t,s))«s)ea, eine beliebi-
ge stark stetige Evolutionsfamilie auf E. Da im Allgemeinen Evolutionsfamilien keine
Gléattungseigenschaften besitzen, konnen wir lediglich Inhomogenititen F' betrachten,
welche auf ganz [0, 00) x E definiert sind, d.h. D(F') = [0, 00) x E.

Wir sagen, dass eine stetige Abbildung F' : [0,00) x E — E die (Lipy)-FEigenschaft
besitzt, falls es eine Konstante K, r > 0 so gibt, dass fiir beliebige z,y € E und
beliebiges t > 0 gilt

(Lipo) 1E @t x) = F(ty)lle < Keiprlle = ylle.
Zudem definieren wir, dass die Funktion F' die Wachstumseigenschaft (1) besitzt, falls
es eine Konstante Ky, r > 0 und eine wachsende Funktion p : [0, 00) — [0, 00) so gibt,

dass fiir beliebiges x € E und beliebiges ¢ > 0 gilt

(W) 1E( )2 < Kwrp@) (1 + [2]|s)-

Zunachst haben wir das folgende Eindeutigkeitslemma.
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3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

Lemma 3.5.3. Es sei ug € Lo(Q, Fo; E) und F : [0,00) x E — E habe die (Lipy)-
FEigenschaft. Dann existiert bis auf Modifikation hochstens eine milde Losung des Pro-
blems (3.5.1) in dem Raum Lo(§2; Lo(0,T; E)).

Beweis: Seien uy, ug zwei milde Losungen des Problems (3.5.1) auf [0, 7] mit der Eigen-
schaft u; € Lo(2; Lo(0,T; F)) fiir ¢ = 1,2. Fiir beliebiges n € N definieren wir

Tp(w) == inf{t € [0,T7]| /0 |y (s,w)]||* ds +/0 |ua(s,w)||* ds > n}

und
fn(t,w) = 1[0,7—n(w)} (t)
Dann gilt fiir jedes ¢ € [0, 7] P-fast sicher

En(t)(un(t) —ua(t)) = §n(t)/0 P(t, s)(F(s,ui(s)) — F(s,uz(s))) ds,
also wegen &, (t,w) < &, (s,w) fir s <t und beliebiges w € 2 auch P-fast sicher
||§n(1ﬁ)/O P(t, s)(F(s,ui(s)) — F(s,us(s))) ds|
< /0 En(8)[[P(t,8)(F(s,u1(s)) — F(s,uz(s)))|| ds
< Chupr [ &)lnls) = ()] ds.
Somit haben wir fiir jedes t € [0, T]
E(&n(t)llur(t) —ua(0)]*) < C2Kiip,FT/0 E(&n(s)llur(s) — uz(s)]|*) ds.
Die Definition von &, impliziert
/0 E (& (t)]Jui (t) — ua(t)||?) dt < 2n < oo,

also ist E(||&,(-)(u1(-) — uz(+))||*) ein nichtnegatives Element von L;(0,7T") und Anwen-
dung des Lemmas 1.8.6 zeigt

sup (& (t)[lus(t) — ua(t)|*) = 0.

te(0,7)

Wegen 7,, — T P-fast sicher fiir n — oo folgt dann fiir jedes t € [0, 7]

P(uy (t) = us(t)) = 1.
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Bemerkung 3.5.4. Das obige Lemma zeigt, dass die geforderte Lipschitzbedingung be-
reits Findeutigkeit in einer sehr groffen Klasse stochastischer Prozesse impliziert. Im
Fall E = R bedeutet dies, dass die Losung eindeutig ist in der gréofstmdaglichen Klasse,
deren Elemente man sinnvoll beziiglich einer Brown’schen Bewegung integrieren kann,
siehe Problem 3.4.11 auf Seite 178 in [65].

Unter Beachtung der im Satz 3.4.2 bewiesenen Pfadstetigkeit haben wir

Satz 3.5.5. Es gelte

sup ||[s = (t = )" P(t, ) B]l5(0,1,5) < 00
te[0,T

fir ein a € (0,%) und ein T > 0 sowie ug € L,(Q, Fo; E) fiir ein p € (1,00). Au-
Berdem habe F : [0,00) x E — E die (Lipy)- und die (Wy)-Eigenschaft. Dann hat
das Problem (3.5.1) auf [0,T] eine bis auf Modifikation eindeutige milde Losung u in

L,(€;C([0,T); E)) und es ezistiert ein C' > 0 mit
(3.5.2) [ull L @icqoryiey < C(L+ lluollL,@im)-

Beweis: Der Satz 3.4.2 und sein Beweis zeigen, dass mit

Gt w) = ( /0 (b= )Pt 5)B dWH(s)) ()

fiir p € (£, 00) gilt

(E( s ||WA<.><t>||p>> . (E(II sin(ma) <Ra<1>||’é([o,m)>)"

te[o,T ™

B =

sin(ma)

IN

Cap (BUIGIE, 01:5))

- 2e, ([ Eicom dt);

, .
¢ ( [l =9 P B g dt)

=1 -«
CT? sup ||[s + (t —s)""P(t, s)Bl|ly0,u0,8)-
te[0,7

IN

IN
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3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

AuBerdem gilt fiir u € L,(2; C([0,T]; E))

B =

(/quPH tP(t, S)F(&U(S,W))dsHPIP’(dw))

t<T 0

s peal ([ (s, (s, )] dsr . (d@)’l’

sup [ P(t,5)] ( /
(t,8)eA Q

sup ||P(¢, )| Kw.rT(1 + (/Q sup HU(S,w)IlpP(dw)> )

(t,s)eA s€[0,T]

= sup ||P(t,s)|KwrT(1+ ||ullz,@cqo.r;E))
(t,8)eA

IN

IN

KwpT(1+ sup ||U(Saw)||)] IP’(OZW))

s€[0,7

B =

IN

Folglich definiert dann
(K(w))(t,w) :== P(t,0)ug(w) +/0 P(t,s)F(s,u(s,w))ds + Wag(t,w)

ein Element C(u) von L, # (€; C([0,T]; £)) fur jedes u € L, # (2; C(]0,T]; E)), da Pfad-
stetigkeit und (F);>o-progressive Messbarkeit leicht zu {iberpriifen sind und man fiir
E = L,(;C([0,T]; E) die folgende Abschétzung hat

IKullz < HP('>O)UOHE+H/OP(‘vS)F(s7u(3))d5HE+HWA(~)HE

sup 1Pt 0)[[[uollr,:m) + sup  [|P(, )| Kw,rp(T)T(1 + [Ju )
tel0,T

(t,S)GAT

IN

~ 1 —a
+CT?v sup |[s+— (t —s)"“P(t,s)B]||y00,E)-
te[0,7)
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen
Nun gilt fiir beliebige u,v € L, = (€; C([0,T]; E))

H’CU - ’CUHLP Q;C([0,T];E))

= (Bt e [ P76 - Fissotolasl?))

t<T

3 =

3=

< sup (1P (Bupe @[ [Fs.ul) = Fls. (sl dsP))

(t,S)GAT
=C
< éKszF (]E supe qpt/ lu(s) —v(s)|| ds]? ))
t<T
1
= Chur (Blsupe ([ e uts) — ol as))
t<T 0
~ t -
< CKuripr E(Sup[/ e~ 19 sup e "||u(r) — v(r)| ds]?)
t<T Jo rel0,T7]
1
~ 1—e? v
= CKppr | E(sup| sup e *lu(s) —v(s)||]”)
t<T q s€[0,T
~ 1—e
= OKLmFTH“ — V||, @c(o.1;E)
wobei man C([0,T]; E) mit der dquivalenten Norm
lulleqorye) == sup e ™flu@)]l, ¢ >0,
te[0,7)
versieht. Ist ¢ hinreichend gro8, so existiert ein C, € (0,1) mit
[Ku — Kollg < Cyllu —vllg
fir beliebige u,v € L, #(€;C(]0,T]; E)). Also existiert nach dem Fixpunktsatz von
Banach genau ein u € L, = (©2; C([0, T]; £)) mit Ku = u. Dieses u ist die gesuchte milde

Losung auf [0, T7.

Fiir die noch zu beweisende Abschéitzung beachte man, dass P-fast sicher fiir jedes t €
[0, 7] gilt

lu@)] < HP(t,O)HIIuoHJréKW,F/Op(S)(1+HU(S)H)dSHIWA(-)(t)H

< HP(t?O)H”UOH+0(KW,FP(t))(t+/O [us)ll ds) + [[Wag) (@)1,
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3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

also P-fast sicher fiir jedes t € [0, 7]

t P

@l < 4p1CT(HuoH”+HWA<->(t>Hp+1+( / Hu(s)Hds))
t

< Pl + IWao O + 145 [ o) ds)

Somit folgt aus dem Lemma 1.8.6 P-fast sicher

sup [[u(@)[[” < C sup ([uol/” + [[Wae)(O)[” + 1)
te[0,7) t€[0,7]

< C(sup [Waoy(O[F + T + [Juol”),
t€[0,T]

also

E(t:[%%] lu(®)7) < C(L+E(l[uoll?)).

]

Bemerkung 3.5.6. In der hier betrachteten Situation kann man obigen Satz auch an-
ders beweisen, indem man das zu losende stochastische Problem auf ein pfadweise zu
losendes deterministisches Problem zuriickfihrt; dabei garantiert die Methode der suk-
zessiven Approzimationen die Messbarkeit der pfadweise bestimmten Lisung, siehe etwa
Kapitel 7 in [29]. Da aber im weiteren auch explodierende Lisungen betrachtet werden,
bet welchen die Messbarkeit der Explosionszeit im Rahmen des eben beschriebenen Vor-
gehens nicht klar ist, wurde das im Beweis verwendete Vorgehen gewdhlt. Weiter unten
werden wir fir den Fall konstanter Definitionsbereiche die eingangs geschilderte Beweis-
methode verwenden.

Um allgemeinere Anfangsbedingungen zu betrachten, méchten wir mehr iiber die Ab-
héngigkeit der milden Losung von dem Anfangswert wissen.

Lemma 3.5.7. Die Funktion F : [0,00) X E — E habe die (Lipy)-Figenschaft. Au-
Berdem seien ug1, ugs € Lo(Q, Fo; E) und uy, uy zwei milde Losungen von (3.5.1) mit
Anfangswert ug 1 bzw. ugo sowie stetigen Pfaden. Dann gilt

P(sup Lallui(t) — uz(t)[ = 0) =1,
t<T

wobei A = {w € Q|ug1(w) = up2(w)}. Auflerdem ezistiert eine Konstante L > 0 so,
dass fir jedes € > 0 gilt

€
P(sup Lacljui(t) — uz(t)|| > €) < P(Laelluor — uozl > ).
t<T L

Beweis: Geméif der Definition milder Losungen gilt P-fast sicher fiir jedes t € [0, T

uy(t) — use(t) = P(t,0)(up1 — uoz2) —{—/0 P(t,s)(F(s,ui(s)) — F(s,ua(s)))ds.
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Wegen 14(up1 — up2) = 0 und der (Lipg)-Eigenschaft von F gilt somit P-fast sicher fiir
jedest <T

¢
[1a(ui(t) —ua(t))| < CKMP,F/ [1a(ui(s) — ua(s))| ds,
0
also nach dem Lemma 1.8.6

P(sup [[14(ur(t) — ua(t))[| = 0) = 1.

t<T

Andererseits gilt P-fast sicher fiir jedes t € [0, T

t
140 (ui(t) —ua(t))]| < Clac||uor — uo2ll + CKLip,F/ 140 (ui(s) — ua(s))| ds,
0
somit dank des Lemmas 1.8.6 zunichst P-fast sicher

sup || gc(ug(t) — ua(t))|| < Lsup Lac||ug1 — uos|| = Llacl||uo 1 — wozl|s
t<T t<T

also fiir beliebiges € > 0

€
P(sup [[1 40 (ur(t) —ua(t))[] > €) <P(Laclluor — uozll > ).
t<T L

Damit kénnen wir den folgenden Satz beweisen.

Satz 3.5.8. FEs gelte

sup ||[s = (t — 5) " P(t, 8) B]||y0,60,8) < o0
te[0,7)

fiir ein a € (0,%) und ein T > 0 sowie ug € Lo(Q, Fo; E). Auferdem habe F : [0,00) x
E — E die (Lipy)- und die (Wy)-Eigenschaft. Dann hat das Problem (3.5.1) auf [0,T]
eine bis auf Modifikation eindeutige milde Lésung in Lo(€2; C([0,T]; E)).

Beweis: Wir definieren fiir beliebiges n € N

o (W) = Lpg(0.m (uo(w))uo(w),
dann gilt ug, € Loo(£2, Fo; £) und wir kénnen den Satz 3.5.5 anwenden. Somit gibt es
fiir beliebige n € N und p € (£, 00) genau eine milde Lésung u, in L,(Q; C([0,T]; E)) C
Lo(2;C(]0,T); E)) des Problems

du, (t) = (A(t)un(t) + F(t,u,(t))) dt + B dWy(t),
U, (0) = ugp.
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3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

Wegen
n—oo

U — U P-fast sicher

und des Lemmas 3.5.7 konvergiert dann auch u,, in Lo (Q2; C([0,T]; E)) gegen ein u. Dieses
u erfiillt P-fast sicher fur jedes ¢t € [0, 7] die Gleichheit

u(t) = P(t,0)ug +/O P(t,s)F(s,u(s))ds +/O P(t,s)BdWg(s).

Diese Losung ist eindeutig dank des Lemmas 3.5.3. O]

Bemerkung 3.5.9. Kombiniert man die Aussagen des Lemmas 3.5.3, des Satzes 3.5.5,
des Lemmas 3.5.7 und des Satzes 3.5.8, so erhdlt man ein Analogon fir den Banach-
raumfall von Theorem 1.4 aus [117] in der hier betrachteten Situation.

Lokale Bedingungen

In Féllen, in denen wir keine globalen Lipschitzbedingungen zur Verfiigung haben,
konnen wir uns mit der folgenden Bedingung behelfen.

Fiir die stetige Abbildung F : [0,00) x E — E gilt

L VneN 3JK,<oco Vte|0,00) Vz,ye kL, |z, |y <n
(LLipo) |E(t,2) = F(t.y)ls < Kallz =yl
Da in diesem Fall Losungen in endlicher Zeit explodieren kénnen, ist es angezeigt, Defi-

nition 3.5.1 wie folgt zu modifizieren.

Definition 3.5.10. Ein Paar (u,€), wobei € eine (Fy)icpo,r-Stoppzeit mit der Eigen-
schaft P(e € (0,7]) = 1 und (u(t))i<c ein E-wertiger, (F;)icp,m-progressiv messbarer
stochastischer Prozess ist, heif$it lokale milde Lésung von (3.5.1) mit Explosionszeit € auf

0,77, falls

1. fiir P-fast jedes w € Q und jedes t € [0,e(w)) gilt (s,u(s)) € D(F) fir jedes s <t
und [s — P(t,s)F(s,u(s,w))] € L1(0,t; E),

2. fir jedes t € [0, T] die Abbildung [s — P(t,s)B] ein Element von v(L2(0,t; H), E)
definiert,

8. limsup, ) |u(t,w)|le = +oo auf der Menge {w € Q|e(w) < T} beziiglich einer
der Inhomogenitit F angepassten Norm || - || und

4. fiir P-fast jedes w € Q und jedes t € [0, ¢e(w)) gilt
t
u(t,w) = P(t,0)up(w) +/ P(t,s)F(s,u(s,w))ds
0

N (/OtP(t, $)B dWH(s)) ().
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Bemerkung 3.5.11. Auch im deterministischen autonomen Fall ist es so, dass die
Menge {u(t) |t < €} im Allgemeinen beziiglich einer stirkeren Norm als der Norm von
E unbeschrinkt ist, sieche [30].

Die Definition 3.5.10 unterscheidet sich von der entsprechenden Definition in [117], dies
ist dem Umstand geschuldet, dass fiir Gleichungen mit additivem Rauschen die stochas-
tische Faltung keinerlei Einfluss auf das Fxplosionsverhalten hat. Die hier verwendete
Definition orientiert sich vielmehr an Definition IV.2.1 aus [59].

Zunéchst zeigen wir das folgende Eindeutigkeitslemma.

Lemma 3.5.12. Es seien Fy, Fy : [0,00) X E — E messbare Funktionen, welche der
(Lipo)-Bedingung geniigen, und D C E eine offene Menge mit

Fi(t,x) = Fy(t,x) Vte[0,T]) und x € D.

Auflerdem seien uy g, usg € L,(2, Fo; E), p € [1,00), und fir die Menge ¥V := {w €
Qluip(w) € D oder ugp(w) € D} gelte

(353) ]P)(]_\p(U,LO — UQ70) = 0) =1.
Dann gelten fiir stetige milde Lisungen der Probleme

dui(t) = (A(t)wi(t) + Fi(t, wi(t))) dt + BdWy(t),

u;(0) = w0,
1 =1,2, sowohl
]P(Tl = 7'2) = 1
als auch
P( sup [Jui(t) —ua(t)]| = 0) =1,
tE[O,Tl]
wobet
7i(w) :==1inf{t € [0,T] | w;(t,w) ¢ D}
set.

Beweis: Wir definieren

£(t,w) := inf ]{lp(ul(s,w))}.

s€[0,¢

Dann gilt geméf Definition einer milden Losung fiir jedes ¢ € [0, 7] P-fast sicher
§(0)(ua(t) —ua(t)) = &§()P(¢0)(ur0 — uzo)
t
+§(t)/ P(t,s)(Fi(s,ui(s)) — Fa(s,u1(s))) ds
0

LE(t) / P(t, 5)(Fa(s, us(s)) — Fis, ua(s))) ds
= f(t)P(t, O)(ULO — U270) + Il + [2.
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3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

Wegen (3.5.3) gilt P-fast sicher &(t)(u10 — u20) = 0. Ist nun £(¢t,w) = 1, so gilt fiir
jedes s € [0,t] die Gleichheit Fi(s,ui(s,w)) — Fa(s,ui(s,w)) = 0, also I; = 0. Wegen
£(t) < &(s) fir t > s hat man fiir jedes w € Q

[2()lle < €(t>w)/0 1P s)I[(F2(s, ua(s, w)) = Fa(s, ua(s,w))) || ds
< /0Cﬁ(SM)H(Fz(S»ul(&w))—Fz(S»uz(Saw)))HdS
< CKLip,F/O E(s,w)||ur(s,w) — ua(s,w)|| ds.

Somit gilt nach dem Lemma 1.8.6 fiir jedes t € [0, 7] und jedes w €

sup §(t,w)||u1(t,w)—u2(t,w)|| = 0.
te[0,7)

Also aufgrund der vorausgesetzten Pfadstetigkeit

B(sup &(8)ur(t) — us(t)]| = 0) = 1.

t€[0,T]
Somit auch

P( sup [jui(s) —ua(s)|| = 0) = 1.

SE[O,Tﬂ

Aufgrund der symmetrischen Rollen von u; und wus gilt ebenfalls

P(Tl = TQ) =1.

Damit kénnen wir den Satz 3.5.5 wie folgt verallgemeinern.

Satz 3.5.13. Es gelte

sup [|[s = (¢ = 5)™*P(t, 5) By 0.11.0) < 00
t<

fir ein a € (0,3) und ein T > 0 sowie ug € Ly(2, Fo; E) fiir ein p € (£,00). Auflerdem
erfille F': [0,00) X E — E die Bedingung (LLipy) und es existiere ein Cy,, > 0 mit

sup ||F(t,0)|z < Cy < o0
te[0,7

Dann existiert eine bis auf Modifikation eindeutige lokale milde Lésung (u,€) von (3.5.1)
so0, dass u(-,w) € C([0,€e(w)); E) fir P-fast alle w € §2.

Erfillt F' sogar die Bedingung (W), so ist die gefundene Losung u eine globale Lisung
mit u € L,(Q;C([0,T]; E)) und es existiert ein C > 0 mit

(3.5.4) lull 2, scqorim) < CO+ [JuollL,@:p))-
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Beweis: Fir N € N definieren wir

F(t, z), t>0, [zl <N,
Fy(t,z) = F(ta)2 -y ¢ >0 N <z <2N,
0, sonst.

Nun gilt fiir beliebige x,y € E mit ||z|| < N und [jy|| < N
[Fn(tz) = Fn(ty)ll < Cnllz =yl
und fiir beliebige z,y € E mit N < ||z|| < 2N und N < |ly|| < 2N mit ||y|| > ||z] gilt

[yl — |||l
[ Fn(t,z) — Fn(ty)l| < HF(t,IB)HT

1
< yIEE )z =yl + 20|z -yl

+@-hypi ) - Py

< o= ol (IO + 1F(t.2) - e, 0] + 200
< el (+1Cu + Con2N] + 2.

Also haben wir aufgrund der Stetigkeit von Fiy auf ganz [0, 7] x E fiir beliebige z,y € E
mit ||z]] < N und N < ||y|| < 2N

[En(tx) = En(y)ll < [1Fv(E o) = Ex(t, 2)]
+HIFn(E, 2) = Fn(t, )l
< Clllz =zl + 1[Iz = l)

< Cle—yll,

wobei z € Ty beliebig mit ||z|| = N. Somit erfiillt Fyy die (Lipy)-Bedingung fiir jedes
N € N. Auflerdem gilt fiir beliebiges = € F

[En ()] < sup, 1E@0)[e + [ Fn(t x) — Fn(t,0)
tel0,T

< Cuw+Cllzf],

sodass Fy auch der Bedingung (W) fiir jedes N € N geniigt. Somit existiert nach dem
Satz 3.5.5 fiir jedes N € N eine eindeutige milde Losung uy des Problems

duy (t) = (A(t)un(t) dt + Fx(t,un(t))) dt + B dWy(t)

(3.5.5) ) =

mit uy € L,(2; C([0,T]; E)). Nun definieren wir fiir jedes N € N

7n(w) = inf{t € [0,T]||lun(t,w)| > N}.

90



3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

Dann gilt wegen des Lemmas 3.5.12

P({sup sup |lun(t) —un ()]} = 0}) = L.

M>N 0<t<tn

AuBlerdem ist () ven eine P-fast sicher nicht fallende Folge und wegen der Pfadstetigkeit
von uy sogar fiir fast alle N P-fast sicher positiv. Somit ist €(w) := limy_o 75 (w) auch
P-fast sicher positiv. Definieren wir nun

u(t,w) ;== lim uy(t,w) fir 0 <t < e(w),

N—oo

so erhalten wir einen stochastischen Prozess w mit [t — u(t,w)] € C([0,e(w)); E) fiir
P-fast alle w € Q. Nun sei w € Q gerade so gewéhlt, dass [t — u(t,w)]
und €(w) < T' gelten. Definitionsgem&f haben wir dann

[u(7w (W), W)l = llun (T (W), w)[| = N
und 7x(w) — €(w) fiir N — oo; somit auch

lim sup ||u(t)||g = +o0 P-fast sicher auf {w|e(w) < T},

t—e

d.h. € ist die gesuchte Explosionszeit von wu.
Aufgrund der Definition und der Pfadstetigkeit existiert eine P-Nullmenge N € F mit

un(t,w) = P(t,0)up(w) + /0 P(t,s)Fn(s,un(s,w))ds+ Wagy(t,w)

fiir jedes t € [0, 7], jedes w € N und jedes N € N. Somit haben wir auch
un(t AT (w),w) = PtATn(w),0)up(w)

tATN (W)
+ / Pt A (W), $) (s, un (s, w)) ds
0
+WA(.) (t A\ TN(w), w)

fiir jedes t € [0,77], jedes w € N und jedes N € N. Wegen uy(s,w) = u(s,w) und
Fn(s,un(s,w)) = F(s,u(s,w)) fir 0 < s < 7y(w) gilt P-fast sicher

u(t ATn(w),w) = PtATy(w),0)up(w)

tATN (W)

+/0 Pt A1y(w),s)F(s,u(s,w))ds
+WA(.)(t A TN(u)), w)

fiir jedes N € N und jedes t € [0,T]. Wegen 7y — ¢, der Pfadstetigkeit und der starken
Stetigkeit von (P(t,5))q.s)ea gilt dann fiir P-fast jedes w €  und jedes t € [0, €(w))

u(t,w) = P(t,0)up(w) —{—/0 P(t,s)F(s,u(s,w))ds + Wa(t,w).
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Folglich 16st (u, €) das Problem (3.5.1) im Sinn der Definition 3.5.10 und die Pfade haben
die gewiinschte Eigenschaft.
Ist nun (Wy) erfiillt, so gilt

sup [|[Fi (¢, 2)[| < 2Kwrp(t)(1 + [lz])-
NeN

Definieren wir Qy = {w|7ny(w) = T} fiir jedes N € N, so liefert Ungleichung (3.5.2)
ein C' > 0 so, dass fiir alle N € N gilt
PQ\Qy) = P{we Q| sup fluy(t,w)[ = N})
te[0,7]
E(supiejo,ry lun ()]")
< NP
1oL T E(([uoll?)
p—11p
< 27 C N7 .
Folglich 16st u das Problem (3.5.1) im Sinn der Definition 3.5.1 und die Pfade haben die

gewiinschte Eigenschaft. Somit muss nur noch die Abschitzung (3.5.4) gezeigt werden.
Wir wissen bereits aus dem Satz 3.5.5, dass fiir die Losung uy von (3.5.5) gilt

|un ||z, @:cqomey < CL+ [JuollL, @)
wobei C' nicht von N € N abhéngt. Oben wurde gezeigt, dass P-fast sicher

sup [lun(t)[| — sup [lu(t)]|  fir N — oo
te[0,T] te[0,T]

gilt. Also haben wir nach dem Lemma von Fatou und dem Satz 3.5.5
E(sup [lu@)[?) = E(lim sup |juy(t)[[")
te[0,T] N—00te(0,T]

< liminf E( sup |Jun(t)|?)
N—oo t€[0,T]

< (CQ A [luollz,@:m))"-
[l

Wie im Falle globaler Lipschitzbedingungen (vgl. Lemma 3.5.7) mochten wir wissen, wie
lokale milde Losungen von den Anfangswerten abhingen.

Lemma 3.5.14. Es gelte ug 1, ug2 € Lo(2, Fo; E) und F : [0,00) x E — E erfiille
die (LLipy)-FEigenschaft. Zudem sei fir i = 1,2 (u;,€;) eine lokale milde Losung von
(3.5.1) zum Anfangswert ug; so, dass u;(-,w) € C([0,€(w)); E) fir P-fast alle w €
gilt. Definiert man nun A :={w € Q|ug;1(w) = up2(w)}, so gelten

IED(]_A(El - 62) = O) =1
und

B( sup Laflur(t) - us(t)] = 0) = 1.

tE[O,El/\EQ)
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3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

Sind uy, ug insbesondere globale Lisungen mit P-fast allen Pfaden in C([0,T]; E), so gilt

P( sup 14|lui(t) —uo(t)]| =0) = 1.
te[0,7

Beweis: Wir definieren fiir jedes n € N folgende Stoppzeiten

Toa(w) = inf{t € [0,T]|||u1(t,w)]| > n} A e (w),
Tno(w) = inf{t € [0,T]|||uz(t,w)|| > n} Aea(w) und
To(w) = Thi(w) A Tpa(w).

AuBerdem setzen wir &,(t,w) := 1jg 5, () (). Dann gilt P-fast sicher fiir jedes ¢ € [0, T]]

Lan(B)[lua (t) — ua ()] < Cﬁn(t)/o L[| F(s,ui(s)) — F(s, uz(s))l| ds.

Fiir w € Q mit §,(¢t,w) = 1 gilt definitionsgemés fiir alle s < ¢
175, (5, ) — F(s, (5, 0)) | < Kollia(5,0) — (s, )|

und somit wegen &, (t,w) < &,(s,w) fir t > s und beliebiges w € Q P-fast sicher fiir
jedes t € (0,7

t
La&n(@)|lua(t) —ua(t)] < CKnﬁn(t)/ Lan(s)|lui(s) — ua(s)]| ds.
0
Also gilt nach Lemma 1.8.6 P-fast sicher

Sup Ladn(t)|[un (t) — ua(t)]| = 0.

Folglich gilt wegen [¢,(t,w) =1 <= t < 7,(w)] fiir jedes n € N

B( sup Lallun(t) — ws(t) = 0) = 1.
te(0,7n)

Der Grenziibergang n — oo fithrt dann zu

(3.5.6) P( sup 1a||ui(t) —ua(t)|| =0) = 1.

te[0,e1\e2)
Also existiert eine Nullmenge N/ € F so, dass fiir jedes w € Q\ N und jedes ¢t €
[0, €1(w) A ea(w)) gilt

(3.5.7) 1a(w)(ui(t,w) —us(t,w)) = 0.

Angenommen es existierte ein w € Q \ N so, dass u;(-,w) und uy(-,w) stetig sind und
€1(w) < €(w). Dann gibe es ng € N mit ¢ (w) < 7, 2(w). Die Gleichung (3.5.7) impli-
zierte dann uy (s, w) = us(s,w) fiir 0 < s < 7,411 (W) = Thy+1(w) < €1(w). Dies fithrte zu
no+1 = [[u1(The+1,1(w), W) = [[ua(Tngr1,1 (W), w) | < no. Also gilt P(14(e; —€2) =0) = 1.
Sind uy, uy globale Losungen, so impliziert (3.5.6) P(sup;ep 7y 1al|u(t) —uz(t)|| = 0) = 1,
also aufgrund der P-fast sicheren Pfadstetigkeit auch P(14]|uy(T)—ua(T)|| =0) =1. O
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Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir von integrierbaren Anfangsbedingungen zu allge-
meinen Anfangsbedingungen fortschreiten und erhalten

Satz 3.5.15. Es gelte

sup [|[s — (t — )" P(t, 8) Bllly(0.1m.8) < 00

t<T
fiir ein a € (O,%) und ein T > 0 sowie ug € Lo(Q, Fo; E) . Auflerdem erfille F :
[0,00) x B — E die Bedingung (LLipy) und es existiere ein C,, > 0 mit

sup ||[F(t,0)]|g < Cy < 0.
te(0,7

Dann existiert eine bis auf Modifikation eindeutige lokale milde Lisung (u,€) von (3.5.1)
so, dass fiir P-fast alle w € Q gilt u(-,w) € C([0,€e(w)); E).

Erfillt F' sogar die Bedingung (W), so ist die gefundene Losung u eine globale Lisung
mit u € Lo(2;C([0,T]; E)).

Beweis: Wir definieren fiir beliebiges n € N

o (w) = 1py(0.m) (Uo(w))uo(w),

dann gilt ug,, € Loo(£2, Fo; E) und wir konnen den Satz 3.5.13 anwenden. Somit existiert
auf [0, T'] fiir beliebiges n € N bis auf Modifikation genau eine lokale milde Losung (u,,, €,)
des Problems

du, (t) = (A(t)un(t) + F(t,u,(t))) dt + B dWy(t),

un(0) = ugp.
so, dass fiir P-fast alle w € Q gilt u,(-,w) € C([0, €,(w)); E). Wegen

Uon T P-fast sicher,
€n, — € 1= SUp,cy €, und des Lemmas 3.5.14 konvergiert dann auch (uy,)nen fir P-
fast jedes w € Q in C([0, €(w)); E) gegen ein u, wobei fiir P-fast alle w € © und jedes
t€0,e(w)) gilt

u(t,w) = P(t,0)up(w) + /OtP(t,s)F(s,u(s,w))ds + </0tP(t,s)B dWH(s)) (W),

also ist (u, €) eine lokale milde Losung. Diese Losung ist im entsprechenden Sinn eindeutig
dank des Lemmas 3.5.14.

Erfiillt ' nun auch die (Wy)-Bedingung, so sind nach dem Satz 3.5.13 die Losungen u,,
globale Losungen mit den entsprechenden Eigenschaften, also ist w(t) := lim,, oo u,(t)
die gesuchte globale milde Losung, welche nach dem Lemma 3.5.14 eindeutig ist. [

Bemerkung 3.5.16. In [117] werden auch andere Ungleichungen fir den Fall p > 2
bewiesen, sie tibertragen sich nicht ohne weiteres auf den allgemeinen Banachraumfall,
da nicht klar ist, dass die stochastische Faltung stetig von [0,T] nach L,(€; E) ist. Setzt
man allerdings voraus, dass E vom Rademachertyp 2 ist, so weiff man, dass die stochas-
tische Faltung stetig ist von [0,T] nach L,(S%; E) fir beliebiges p € [1,00), und kann die
verbliebenen Ungleichungen aus [117] ebenfalls zeigen.
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3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

3.5.2 Existenz und Regularitat im analytischen Fall

Die im Unterabschnitt 3.5.1 gezeigten Resultate fiir beliebige stark stetige Evolutions-
familien lassen sich im Falle analytischer Evolutionsfamilien natiirlich verbessern.

Das Vorgehen ist dabei analog zum Unterabschnitt 3.5.1, da sich die Beweise jedoch
in Einzelheiten unterscheiden, werden sie ausfiihrlich dargestellt. Einzig der Beweis des
Satzes 3.5.19 unterscheidet sich wesentlich von seinem Gegenstiick aus Unterabschnitt
3.5.1, Satz 3.5.5.

Anwendungen der (AT)-Theorie

Wiederum sei E stets ein separabler Banachraum. Zudem mogen die Bedingungen der
(AT)-Theorie gelten. Da in diesem Fall die Evolutionsfamilie eine glattende Wirkung
hat, kénnen wir auch Inhomogenitaten F' betrachten, welche lediglich auf Teilmengen
von [0,00) X E definiert sind, d.h. F' : [0,00) x £ D D(F) — E, z.B. F(t,z) :=
f(t, (w—A(t))%z) fiir eine geeignete Funktion f : [0,00) x E — E. Dann sagen wir, dass
die Abbildung F' die (Lipy)-Eigenschaft fiir ein 6 € [0,1) besitzt, falls Dy := {(¢t,z) €
[0,00) x E|z € D((w — A(t))?)} € D(F) gilt und es eine Konstante K, r > 0 und
eine wachsende Funktion p : [0,00) — [0,00) so gibt, dass fiir beliebige x,y € E und
beliebiges ¢t > 0 gilt

(Lips) 1F(¢, (w = A#))~"2) = F(t, (w — A) " "lle < Kpipy.po(t)llz =yl e

Wir definieren, dass die Abbildung F' der Wachstumseigenschaft (Wy) geniigt, falls Dy C
D(F) gilt und es eine Konstante Ky, p > 0 so gibt, dass fiir beliebiges z € E und
beliebiges ¢t > 0 gilt

(W) IF(t, (w = A®))"2)lle < Kwy,r(1+ ||2]p).

Bemerkung 3.5.17. Die obigen Bedingungen mdogen auf den ersten Blick ungewdhnlich
aussehen, sie sind jedoch kanonische Verallgemeinerungen der Bedingungen aus [117]
auf den Fall nichtkonstanter Definitionsbereiche. Wie dort kann man nachrechnen, dass
fiir 01 > 0 die Bedingung (Lipy,) die Bedingung (Lipg,) bzw. die Bedingung (Wy,) die
Bedingung (Wy,) impliziert.

Zunéchst haben wir das folgende Eindeutigkeitslemma.

Lemma 3.5.18. FEs gelte die (AT)-Bedingung. Zudem sei uy € Lo($2, Fo; E) und die
Abbildung F : D(F) — E habe die (Lipg)-Eigenschaft fir ein 6 € [0, 5). Dann existiert
genau eine milde Losung u des Problems (3.5.1) mit (w—A(+))Pu(-) € Lo(Q; La2(0,T; E)).

Beweis: Seien uy,uy zwei milde Losungen des Problems (3.5.1) mit (w — A(-))Pu;(+) €
Lo(€2; Lo (0, T E)) fiir @ = 1, 2. Fiir beliebiges n € N definieren wir

To(w) :=inf{t € [0,T]| /0 | Aw (5)Puy (s, w)| ds +/0 | Aw (5)Pus (s, w)|* ds > n}
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

und
fn(t,w) = 1[077.”(“))] (t)
Dann gilt P-fast sicher fiir jedes ¢t € [0, T

En(t)Auw(t)’ (ur(t) — ua(t)) = £n(7f)/0 Auw(t)’P(t, 5)(F(s,u1(s)) — F(s,us(s))) ds,

also wegen &, (t) < &,(s) fir s <t, (Wy) und (1.5.2) auch P-fast sicher

IISn(t)/O (w — A(t))"P(t, s)(F(s,u(s)) — F(s,us(s))) ds]|
< /0 En(s)[[(w — A®))P(t, 5)(F(s,u1(s)) — F(s, us(s))) ds
= CﬁK/O Ea(s)(t = 5) 7 (w — A(s))" (ua(s) — ua(s))l| ds.

Somit haben wir wegen der Holder-Ungleichung

E(&n(®l(w = A1) (ua(t) — uz(1))])

Ci* =55t [ Bl (o)l = ) ()~ ua(s)) ) s

Die Definition von &, impliziert

A1&&@Ww—Amwwm>—wmm>ﬁs2n<w,

also gehort E(&, () ||(w—A(+))? (u1(-) —uz(+))||?) zu Ly (0, T) und Anwendung von Lemma
1.8.6 zeigt fiir jedes t € [0, T

E(& (1]l (w — A(#))? (ur (t) — ua(t))]|*) =
Dann existiert eine P-Nullmenge N,, so, dass fiir jedes (t,w) mit w € N¢ und t < 7, (w)

die Gleichheit (w—A(t))%u1(t, w) = (w— A(t)) us(t,w) gilt, also auch uy (t,w) = us(t,w).
Wegen 7,, — T P-fast sicher fiir n — oo folgt dann

P(|lui(t) — ua(t)|| o0,y = 0) = 1

bzw. fiir jedes t € [0, T]

Unter Beachtung der im Satz 3.4.7 bewiesenen Pfadstetigkeit haben wir
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Satz 3.5.19. Es gelten die (AT)-Bedingung und

sup ||[s = (£ — )" P(t, ) B]|l5(0,61,5) < 00
te[0,7)

fir ein o € (0,3) und ein T > 0. Auferdem habe F : D(F) — E die (Lipg)- und

die (Wp)-Eigenschaft fiir ein 3 € [0,a) und es sei (w — A(0)) uy € L,(Q, Fo; E) fiir
ein p € (a—iﬁ,oo) Dann hat das Problem (3.5.1) auf [0,T] eine bis auf Modifikation
eindeutige milde Losung in L,(S2; C([0,T]; E)) und fir ein C > 0 gilt

(3.5.8) 1w = A ullr@coriey < CO+ (w — A0) uollr, @).

Zudem liegen die Pfade des stochastischen Prozesses ((w— A(t))”(u(t) — P(t,0)uo))icio1]
P-fast sicher in C*([0,T]; E) fiir v, A > 0 gemdf

a—7< Ky und A+v<a

bzw.
a—y>kK,, und N<k,,.

Der Beweis orientiert sich sowohl an der Proposition 4.1 aus [117] als auch am Theorem
6.3.1 aus [107]

Beweis: Der Satz 3.4.7 und sein Beweis zeigen, dass mit

)= ([t P oBawa))

fir 5 € [0,c) und p € (a—iﬁ,oo) gilt

=

P

(MmeW—A®WAfWﬁﬁMWM$WO

te[0,7)

3=

= (B0 0 - A0  (Ra )

sin(ma)

Caso (BUIGIL, o7:5))”

IA

sin(ma)

= B ([ el [ - sere v dt)é

T 3
¢ ( [l = 9P ) B g dt)

CT» sup ||[s— (t—8)"P(t,8)B]||0.4m.1)-
te[0,T]

IN

IN

Weiter gilt fiir jedes t > 0 und P-fast alle w € €2

1w — A())* P(t, 0)uo(w)|| < Cl(w — A(0)) ()]

97



3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

also

E( sup [[(w — A(t))"P(t, 0)uo||”) < CPE(]|(w — A(0)) uo| ).

te[0,7)

AuBerdem gilt fiir u € L,(Q; C([0,T]; E))

B =

(]E( sup || [ (w— A(t))?P(t, s)F (s, (w — A(t)) "u(s)) dSII”))

tef0,1]  Jo

3=

< (Bl / I = AWV () F(s, (0 = ) Pu(s)le 7))

t<T

< (e sup/m—s> Koy p(s)1+ Ju(o)) a5 )

t<T

=

2 (E(igg(/o C(t—8)_BKWB,FP(S)(1+§1<11T>IIU(8)IIE)dS)p))
= CKw,r (E((l +sup [|lu(s)[| )" Sup(/o (t = 5)""n(s) dS)p)) 5

s<T t<T

3=

< CKu,eolT) (E((Higguu( Mer( >>)

1,
< CKWQ,FP(T)WTI YA+ e @cqoryey)-

Dann definieren wir fiir uw € L,(Q; C([0,T]; E))
(Ku)(t,w) = (w —tA(t))ﬂP(t, 0)ug
—l—/o (w— A1)’ P(t,s)F (s, (w — A(t)) Pu(s,w)) ds
{0 — AWD) Wa(t).

Obige Uberlegungen zeigen nun Ku € L,(Q;¢>([0,T]; E)) fiir u € L,(Q;C(0,T]; E)).
Wir kénnen sogar mehr zeigen. Es sei w € €2 so gewahlt, dass h(-,w) € C([0, ] E) ist.
Fiir 0 < u < v gilt dann

(Kh)(v,w) — (Kh)(u,w)
= [(w—=A)’P(v,0) = (w— A(u))” P(u, 0)]uo(w)

+ /0“ ((w — A())?P(v,s) — (w — A(w))°P(u, s)) F(s,(w— A(s))Ph(s,w)) ds

[0 A P95 = A (s

= A@) W (0,0) — (w0 — A(w) W (u,)
= T+ T+ T3+ (w— A@)* Wagy(v,w0) — (w — A(w) Wae)(u,w).

Auflerdem beachten wir:
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3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

1. Wegen

2.

3.

4.

[ Aw(v)’ P(v,0) — Ay ()’ P(u,0) A, (0) x|
= || [Aw(©)?Pv, u) Ay (u)” — Id] Ay (u)’P(u,0) Ay (0) x|
< || [Aw(v) P(v, u) Ay (u) 7 — e (70AW]
A (1)’ P(u,0) Ay (0) 7|
+] [e*(”*“)A(“) — Id] Ay (1) P(u,0)A,(0) Pz
Cv —u)™ || Ay(u)’ P(u,0) Ay (0) x|
+] [e_(”_“)A(“) — Id] Ay (u)PP(u,0)A,(0) Pz — 0 fir v — w.

IN

haben wir fiir den Term 77 die Eigenschaft T} — 0 fiir v — w.

Das gleiche Argument zeigt, dass in T35 der Integrand gegen Null konvergiert, also
nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz auch das Integral.

Fir T3 beachten wir

T3]z < C/ (v—=5)Pds=Cv—u)" =0 fiir v— u.

Von dem die stochastische Faltung enthaltenden Teil wissen wir bereits, siehe Satz
3.4.7, dass sie P-fast sicher stetig ist fiir § < a.

Also ist K eine Selbstabbildung von L,(€;C([0,T]; E)) =: E, mit Norm Jull?, =
E(supyejor e~ [lu(t)||%) fiir ein ¢ > 0. Um die Kontraktivitét von K zu zeigen, rechnen
wir fiir hy, hy € Eq nach:

|Chy — Khall?,

IN

IA

IN

IA

E(t:[lér;] e”™[(Kha)(t) = (Kha)($)] %)
E( sup e™|| [ Ay (t)"P(t, s)[F(s, Au(s)hi(s)) = F(s, Au(s) " ha(s))] ds||)

t€[0,T 0

B sup ([ Ot =) K e hn(s) = ha(s) | ds))

t€[0,T

t
CP7E(sup ([ (¢~ 5) Pt supe ()~ hafs)| ds))
0

t€[0,T] s<T

t
CP KPE(sup e~ ®°||hy(s) — ha(s)|%) sup eqpt(/ (t — 5) et ds)P)
0

s<T te[0,T)

t
CPKP||hy — holl,  sup eqpt(/o (t — s5)Pet ds)P)

7 tel0,T)

CPR? by — ha % VP(0(1 — 5.
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Wiéhlen wir ¢ hinreichend grof3, so ist I eine Kontraktion auf Eq und wir konnen den
Fixpunktsatz von Banach anwenden. Also existiert genau ein h € E, so, dass P-fast
sicher fiir jedes t € [0, 7] gilt

W) = Au(t)’P(t,0)uq + I Aw(t)PP(t, ) F (s, Aw(s)"h(s)) ds
—|—f0 ’QPtS)BdWH( )

Als Néachstes betrachten wir

do(t) = (A(t)o(t) + F(t, (w — A(t))"Ph(t))) dt + B dWx(t),

(3.5.9) o0 =

Das Problem (3.5.9) besitzt nun bis auf Modifikation genau eine milde Losung mit
stetigen Pfaden

v(t) = P(t,0)uo + /0 P(t,s)F(s, (w — A(s))"Ph(s)) ds + /0 P(t,s)BdWy(s)

mit v(t) € D((w — A(t))?) P-fast sicher fiir jedes t € [0, 7] und 8 < a. Also kénnen wir
P-fast sicher fiir jedes ¢t > 0 den Operator (w — A(t))”? anwenden und bekommen

Au(B)Po(t) = Au(t)?P(t,0) u0+/ Al VE(s, Au(s)Ph(s)) ds
+/ Au(t)PP(t, $)B dWp(s).

Somit gilt P-fast sicher fiir jedes ¢t > 0

(w — A(t) () = h(2),
d.h. P-fast sicher fiir jedes t > 0

v(t) = (w — A(t))"Ph(t).

Folglich gilt P-fast sicher fiir jedes ¢t > 0

v(t) = P(t,O)uo—i-/O P(t,s)F(s,v(s))ds—i—/O P(t,s)BdWy(s),

d.h. v ist eine milde Losung des Problems (3.5.1). Mit A ist dann auch v eindeutig
bestimmt in Eq.

Die Aussagen zur Holderregularitét der Pfade der Losung erhélt man aus dem Satz 3.4.9,
da der deterministische Integralterm keinerlei Probleme bereitet.

SchlieBllich kommen wir zum Nachweis der Abschétzung (3.5.8). Wahlen wir bei (x) ein

100



3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

anderes Vorgehen, so erhalten wir

|| / ()’ P(t, 5)F(s, v(s)) ds] 5,

D=

< (E<sup< [t =9 Km0+ 14w w5 ) ds>p>)

t<T

S

t

< (B e[ =0 a7 i o) [ (14 14 o9 ) )

o) ([[ 7 ) i (5[ 0+ 1wt w0l ds>);

IN

< CKw,pp(T) (1 —1ﬁp’T1_ﬂp/) v (Qp—l /OT(1 + E(|| Ay () v(s)|P)) ds) ’ .
Dann gilt
E( sup [|Au(t) v(1)]7)
t€[0,T]
< Clluoll} qupanoyy + € / s B sup [[Au(r)* o)) ds,

folglich liefert eine Anwendung des Lemmas 1.8.6

E( sup ||(w — A(#)) v(t)]")

te[0,7)
T
C(T—t
= C(”“(’Hipm;D«wA(o>>6)>+T)+C/O Cllluol, (oup- sy + e dt

T

= C(T)<1 + ”“0”Iipm;D«w—A(o»ﬁ)))'
Dies ist die noch zu zeigende Abschétzung. O]

Um allgemeinere Anfangsbedingungen zu betrachten, méchten wir mehr iiber die Ab-
héngigkeit der milden Losung von dem Anfangswert wissen.

Lemma 3.5.20. Es gelte die (AT)-Bedingung und die Abbildung F : D(F) — E habe die
(Lipg)-Eigenschaft fir ein 8 € |0, %) Zudem seien uy bzw. us zwei milde Losungen von
(3.5.1) auf [0, T] mit Anfangswert ugy bzw. uga, U1, Uo2 € Lo(Q, Fo; D((w — A(0))7)),
so, dass die Prozesse ((w — A(t))u;(t))ieior) P-fast sicher stetige Pfade haben. Dann
qilt
P(sup Lallun(t) — wx(®l] = 0) = 1,
te[0,T]
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

wobei A = {w € Q|up1(w) = up2(w)}. Auflerdem existieren Konstanten C,L > 0 so,
dass fiir jedes € > 0 gilt

P(ts[%pﬂ Laol[(ur(t) —ua(t))l] > €) < IP’(;{%I;] Lac|(w — A1) (ua(t) — uz(t)]| > g)

< P(Laell(w = A0)(uos — uoo)]| > 7).

Beweis: Gemaf der Definition milder Losungen gilt fiir festes ¢ € [0, 7] und beliebiges
we Q\N, N eine geeignete Nullmenge,

u(t,w) — us(t,w)

= P(t,0)(up1(w) — up2(w)) —I—/O P(t,s)(F(s,ui(s,w)) — F(s,us(s,w))) ds.

Wegen 1 4(w)(uo1(w) — ug2(w)) = 0 gilt somit
La(w)[|Au () (i (t, w) — uz(t,w))|

= CﬂKLime/O (t = 5) 7" 1a(W) [ Au(5)” (ur(s,w) — ua(s,w))| ds.

Wegen (AT1) gilt dann nach dem Lemma 1.8.6

sup 1a(w)l|ur(t,w) = us(t, w) || < sup La(w)[|Aw (8)’ (w1 (t,w) — ua(t,w))|| = 0,
te[0,7) t<T

also insgesamt

P( sup 1a|lui(t) —us(t)|| =0) = 1.
te[0,7)

Andererseits haben wir wegen P-fast sicher (v(t) := uq(t) — ua(t))
Lye || Au(®) o(®)]
< CLiel A0/ 0O + o [ (8= 5) LaclAduls) o) ds
0

geméf des Lemmas 1.8.6 zunéchst P-fast sicher

sup Lyellu(t)]| < C sup 1yel|Ay(H) ()] < L1xe]|Aw(0)? (w01 — uo2)ll;
te[0,7T] te[0,7)

also fiir beliebiges ¢ > 0

€
P(sup Lacllui(t) — us(t)]| > €) < P(Lacll(w — A(0))*(uox — uo2)|| > 7)
t€[0,T]

Nun haben wir
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3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

Satz 3.5.21. Es gelten die (AT)-Bedingung und

sup ||[s — (£ — s)"“P(t, 5) Bl|ly0,m.5) < 00
t€[0,T]

fiir ein o € (0,3) und ein T > 0. Auferdem habe F : D(F) — E die (Lipg)- und die
(Wp)-FEigenschaft fiir ein 3 € [0,a) und es sei (w — A(0))°ug € Lo(Q, Fo; E). Dann hat
das Problem (3.5.1) auf [0,T] eine eindeutige milde Liosung in Lo(2;C([0,T]; E)).

Zudem liegen die Pfade des stochastischen Prozesses ((w— A(t))Y(u(t) — P(t,0)uo))iejo.1]

P-fast sicher in C*([0,T]; E) fiir v, A > 0 gemdpf
a—7<Ky und A+v<a

bzw.
a—y>rKy, und XN Ky,

Beweis: Wir definieren fiir beliebiges n € N

Uon(W) == 1pg(0m (W — A(O))BUO(W))UO(W),

dann gilt (w — A(0))%ugn € Loo(2, Fo; E) und wir kénnen den Satz 3.5.19 anwenden.
Somit haben wir fiir beliebiges n € N und p € (aflﬂ, o0) bis auf Modifikation genau eine
milde Losung w, in L,(Q; C(]0,T]; E)) C Lo(2;C([0,T]; E)) des Problems

du, (t) = (A(t)u,(t) + F(t, u,(t))) dt + BdWg(t),
un(0) = ugp,

welche zudem die geforderten Pfadeigenschaften besitzt. Dank
(w — A0) up, == (w — A(0)) uq P-fast sicher

und des Lemmas 3.5.20 konvergiert dann auch w,, in Ly(92; C([0,T]; E)) gegen ein u und
F(-,u,(+)) in Lo(2; C([0,T]; E)) gegen F(-,u(-)). Fiir dieses u gilt aber P-fast sicher fur
jedes t € [0, 7]

u(t) = P(t,0)ug +/O P(t,s)F(s,u(s))ds +/O P(t,s)BdWg(s).

Diese Darstellung zeigt auch die behauptete Holderstetigkeit, da der deterministische
Integralterm keinerlei Probleme bereitet. Diese Losung ist eindeutig wegen des Lemmas
3.5.20. O

Bemerkung 3.5.22. Kombiniert man die Aussagen des Lemmas 3.5.18, des Satzes
3.5.19, des Lemmas 3.5.20 und des Satzes 3.5.21, so erhdlt man grofie Teile des Theorems
1.3 aus [117] in der hier betrachteten Situation. Die verbleibenden Teile lassen sich
zum Beispiel in Banachrdumen vom Rademachertyp 2 ebenfalls beweisen, vgl. hierzu die
Bemerkung 3.5.16.
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Lokale Bedingungen

Entsprechend wie im Unterabschnitt 3.5.1 kénnen wir die folgende abgeschwichte Be-
dingung betrachten

(LLipg) Essei € [0,1) und fiir stetiges F' gelte {(t,z) € [0,00) x E'|x € D((w—A(t))’} C
D(F') und

VneN 3JK,<oo Vte|0,T] Vz,yekE, |z|,|lyll <n
1F(t, (w = A@®)z) = F(t, (w — A®)) )|l < Kullz =y

Zunéchst zeigen wir das folgende Eindeutigkeitslemma.

Lemma 3.5.23. Es gelte die (AT)-Bedingung; Fy, Fy seien messbare Funktionen, welche
der (Lipg)-Bedingung fiir ein 8 € [0,1) geniigen, und D C E sei eine offene Menge mit

Fi(t, (w— A(t)Pz) = Fy(t, (w — A(t))Pz) Vte[0,T] und x € D.
Auferdem seien uy g, uag € L,(Q, Fo; D((w — A(0))P) fiir ein p € [1,00) und fiir die
Menge ¥ := {w € Q| (w— A(0)) uy o(w) € D oder (w— A(0)) ugo(w) € D} gelte P-fast
sicher
(3510) ]_\pul’o = ]-\IJUQ,O-

Dann gelten fiir milde Losungen der Probleme

du;(t) = (A(t)ui(t) + Fi(t,ui(t))) dt + BdWg(t)
u;(0) = w0,

i=1,2, mit (w— A(-))’u; € C([0,T); E) sowohl

]P(Tl = TQ) =1
als auch
P(tes[ldllz] [(w — A())? (ur (t) — ua())]| = 0) = 1,
wobei
mi(w) = inf{t € [0, T]| (w — A(t))’u;(t,w) ¢ D}

Beweis: Wir definieren

E(t,w) := inf]{lp((w — A(5)) ui(s,w))}.

s€[0,t
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3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

Dann gilt geméf der Definition einer milden Losung fiir jedes t € [0, T| P-fast sicher
E AL (wi(t) —ua(t)) = &) Au(t) P(t,0)Au(0)77 Ay (0)7 (ur0 — usp)

+§(t)/0 Auw(t)’P(t, s)(Fi(s,wi(s)) = Fa(s,ui(s))) ds

() / Ay (8P P(t, 5) (Fa(s, ur(s)) — Fals, uas))) ds
= g(t)Aw(t)BP(t, O)Aw(O)_BAw(O)ﬁ(ULO - U270) + ]1 + Ig.

Wegen (3.5.10) gilt P-fast sicher £(t)(w — A(0))? (u1,0 — ugp) = 0. Ist nun £(t,w) = 1, so
gilt F1(s,ui(s,w))— Fa(s,ui(s,w)) = 0 fiir jedes s € [0, ], also I; = 0. Wegen &£(t) < £(s)
fiir t > s hat man fiir jedes w € 2

Ib@ls < €tw) / l(w — AP P, ) (Falsua(5,)) — Fals, ua(s,0))) | ds
< / Ot — 8)PE(s,0)| (Fals,ua (5, ) — Fals, ua(s,))) | ds

= Cﬁ/o (t = 5)7¢(s,w) | (w — A(5))  (ua (s, w) — uz(s,w))] ds.
Somit gilt nach dem Lemma 1.8.6 fiir jedes t € [0, 7] P-fast sicher
§O(w — A®))" (ur (1) — ua(D))| = 0.

Also aufgrund der vorausgesetzten Pfadstetigkeit

P( sup £(1)](w — A1) (ua(t) — uz(t))]| = 0) = 1.

te[0,7]

Somit auch
P( sup [[(w — A(s))’ (ur(s) — ua(s))] = 0) = 1.

s€[0,71]

Aufgrund der symmetrischen Rollen von u; und wusy gilt zudem

]P(Tl = Tg) =1.

Damit konnen wir den Satz 3.5.19 wie folgt verallgemeinern.

Satz 3.5.24. Es gelten die (AT)-Bedingung und
sup [|[s = (t = 5)""P(t, 5) B|ly0.1,8) < 00
t<T

fiir ein a € (0, %) und ein T > 0. Auflerdem erfille F' die Bedingung (LLipg) fir ein

B € 0,a), es existiere ein Cy, > 0 mit

sup ||[F(t,0)]|g < Cp < 00
te[0,7

105



3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

und (w— A(0))Puy € L,(Q, Fo; E) fiir einp € (a—iﬂ., 00). Dann existiert eine bis auf Mo-
difikation eindeutige lokale milde Lisung (u, €) von (3.5.1) mit [t — (w— A(t))Pu(t,w)] €
C([0,e(w)); E) fir P-fast alle w € Q.

Zudem liegt fiir P-fast jedes w € Q0 die Abbildung [t — (w — A(t))"(u(t,w) — P(t,0)uo)]

in CMN[0,e(w)); E) fiir v, A > 0 gemdfs
a—v<kK,, und Iv<a«

bzw.
a—y>kKy, und A< Ky,

Erfullt F' sogar die Bedingung (W), so ist die gefundene Lisung u eine globale Lisung
mit uw € L,(Q;C([0,T); E)) und man hat

(3.5.11) l(w — A())ul| Loy < C(L+ 1w — A(0)) ol L, )

Beweis: Ahnlich wie im Beweis des Satzes 3.5.13 definieren wir fiir N € N und ¢ > 0

F(t, Au(t) ﬁ:v), [ Ay ()~ Pal| < N,
Fx(t, Au(t)Pz) = F(t, Ay(t)P)(2 — el %y - N < || A, (1) "Pz|| < 2N,
0, sonst.

Nun gilt fiir beliebige z,y € E mit ||A,(t)Pz| < N und ||A,(t) Pyl < N
1PN (t, Au(t)™%2) = Fiv(t, Au() )| < Cnllz —yll,

und fiir beliebige z,y € E mit N < ||A,(t)"z|| < 2N und N < ||A,(#)Py| < 2N mit
Iyl = ] gilt
1F (2, Au(t)™"2) — Fx(t, Au(t) ")

< e I o W e ) - )

N
1
< FIE@ )z =yl + 2Con|lz —y]

< o= ol (GO + 172 - 0] + 20
S ||l’ - y” <%[Cw + CQNQN] —+ 202]\[) .

Also gilt aufgrund der Stetigkeit von Fy auf ganz [0,7] x FE fiir beliebige z,y € E mit
|Au(t)Pz|| < N und N < ||A,(t) Pyl < 2N
1Fn(t, Au(t) ) = Fn(t, Au®) Py)ll < 1 En(t Au(t)2) — Ex(t, Au(t)72)|
HEn(t, Aw(t)™72) = Fx(t, Au(t)™y)|

< Clz ==+ 1= =yl
< Cllz =yl
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wobei z € E beliebig mit ||z|| = N. Somit erfiillt Fyy die (Lipg)-Bedingung. Auflerdem
gilt fiir beliebiges © € F

1Fn(t, Au(t) P2l < e IF(t,0)[m + | Fav (¢, Au(t)P2) — Fn(t,0)]
te|o,
< Cu+Clal,

sodass Fiy auch der Bedingung (Wj3) geniigt. Dann existiert geméafl der Aussage des
Satzes 3.5.19 eine eindeutige milde Losung uy des Problems

dun(t) = (At uy (t) dt + Fy(t, un(t))) dt + B dWi(t),

(3.5.12) unl0) = .

Zudem gilt P-fast sicher [t — A, (t)"(un(t) — P(t,0)uy)] € C*([0,T]; E) fiir v, A wie in
der Behauptung. Nun definieren wir

mn(w) = inf{t € [0,T] ||| Aw(t)’un(t,w)|| > N}.
Dann gilt dank des Lemmas 3.5.23
P({sup sup [|Au(t)"(ur(t) —un(t))|] = 0}) = 1.

M>N 0<t<ry
AuBerdem ist (7y) yen eine P-fast sicher nicht fallende Folge und wegen der Pfadstetigkeit
von A, (t)Pun(t) sogar fiir fast alle N € N P-fast sicher positiv. Dann ist e(w) =
limy_o 7n(w) auch P-fast sicher positiv. Definieren wir

A (®)Pu(t,w) = A}im A ()Pupn(t,w) fir 0 <t < e(w),

so erhalten wir einen stochastischen Prozess u mit [t — A, (t)%u(t,w)] € C([0, e(w)); E)
fiir P-fast alle w € Q bzw. mit [t — A, (#)(u(t,w) — P(t,0)up)] € C*[0,¢(w)); E) fiir
v, A wie in der Behauptung.

Nun sei w € Q so gewithlt, dass [t — A,(t) u(t,w)] € C([0,e(w)); E) und e(w) <
gelten. DefinitionsgemiB gilt dann [|A, (t)Pu(7y (W), w)|| = || Aw#)un(Th(w),w)| =
und 7y (w) — €(w) und somit

T
N

limsup || Ay (t)%u(t)|| = +0o  P-fast sicher auf {w|e(w) < T},

t—e

d.h. € ist eine gesuchte Explosionszeit von u beziiglich obiger Norm, welche von der
Inhomogenitat F induziert wird. Aufgrund der Definition und der Pfadstetigkeit existiert
eine P-Nullmenge N € F mit

un(t,w) = P(t,0)up(w) + /0 P(t,s)Fn(s,un(s,w))ds+ Wagy(t,w)

fiir jedes t € [0, 7] und jedes w € N'°. Somit hat man auch
unv(t AT (w),w) = PtATn(w),0)up(w)

tATN (w
—I—/ Pt ATy (w),s)Fn(s,un(s,w))ds
0
+Way(t ATy (w),w)
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fiir jedes t € [0, 7] und jedes w € N¢. Wegen uy(s,w) = u(s,w) und Fy(s,uy(s,w)) =
F(s,u(s,w)) fur 0 < s < 7y(w) gilt
u(t ATn(w),w) = PtATN(w),0)up(w)
tATN (W)
(3.5.13) + / Pt A (@), 8)F (s, u(s, w)) ds
0
+WA(.)(t ATy (w),w)
fir jedes N € N und jedes t € [0,T]. Wegen 75y — ¢, der Pfadstetigkeit und der
starken Stetigkeit von (P(t, s)),s)ca, gilt Gleichung (3.5.13) auch fiir e statt 7. Folglich
16st (u,€) das Problem (3.5.1) im Sinn der Definition 3.5.10 und die Pfade haben die

gewiinschten Eigenschaften.
Ist nun die Bedingung (W3) erfiillt, so gilt

sup | (¢, A (8)2) || < 2K, mp(t)(1+ [l])).-
S

Definieren wir Qy = {w |75 (w) = T'} fiir jedes N € N, dann liefert Ungleichung (3.5.8)
ein C' > 0 so, dass fiir alle N € N gilt

PQ\ Q) = P{w] sup [A,(t) un(t,w)] = N})

t€[0,T]
E(sup;epor) || Aw(t) un (t)]|)
> NP

NP

Somit 16st u das Problem (3.5.1) im Sinn der Definition 3.5.1 und die Pfade haben
die gewiinschten Eigenschaften. Somit muss nur noch die Abschitzung (3.5.11) gezeigt
werden. Wir wissen bereits aus dem Satz 3.5.19, dass fiir die Losung uy von (3.5.12) gilt

1w = AC) un |l Lycqorey < CO+[l(w = A(0) uol| L, 0:m),
wobei C' nicht von N € N abhéingt. Oben wurde gezeigt, dass P-fast sicher gilt

sup ||Aw(t)ﬁuN(t)H — sup ||Aw(t)6u(t)\| fiir N — 0.
t€[0,T) te[0,1]

Also haben wir nach dem Lemma von Fatou und dem Satz 3.5.19
E( sup || Ay () u(t)|?) E( lim sup [|A,(t)un(t)|)
t€[0,7] N—00 4¢(0,1]

< lminfE( sup [|A,(t) un(®)|?)
N—oo te[0,7)

< (CAH[I(w = A0)) uolz, @r)))"
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3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

Bemerkung 3.5.25. In [117] wird eine weitere Ungleichung fiir den Fall p > 2 bewiesen,
auch sie tbertrdgt sich nicht ohne weiteres auf den allgemeinen Banachraumfall, da
nicht klar ist, dass die milde Losung stetig von [0,T] nach L,(S); E) ist, siche auch die
Bemerkung 3.5.16.

Wie bereits in den vorangehenden Abschnitten in anderen Situationen geschehen, wen-
den wir uns nun der Abhéngigkeit der lokalen milden Losung von ihrem Anfangswert
zu.

Lemma 3.5.26. Es sei die (AT)-Bedingung erfillt, ug1, uo2 € Lo(Q, Fo; D(A,(0)7))
und F erfille die (LLipg)-Eigenschaft fir ein 3 € [0,1). Zudem seien (u;,€;) lokale
milde Léosungen von (3.5.1) zum Anfangswert ug,; fir i = 1,2 so, dass fir P-fast alle
w € Q gilt (w— A(-))u;(-,w) € C([0,€(w)); E) gilt. Definiert man nun A := {w €

Qup1(w) =up2(w)}, so gelten
]P)(]_A(El - 62) = 0) =1

und
P( sup Ll Au(t)(us(t) — ua(t))]) = 0) = 1.

t€[0,61 Ae2)

Auflerdem existieren Konstanten C, L > 0 so, dass fiir jedes n > 0 gilt

P( sup Locll(un(t) —ua()l >m) < Bl sup LicAu(6)(wn(t) = wa(t)l] > &)
[0,e1Aeq) [0,e1 Neg)
< P(Lel|(w = A(0) (w01 — w2 > 7).

Sind uy, uy insbesondere globale Lésungen, sodass die Pfade von (w — A(-))%u; P-fast
sicher in C([0,T]; E) liegen, so gilt fir jedes t € [0,T

B(sup L0 (0 (n(6) — ()] =0) =1

Beweis: Wir definieren fiir jedes n € N folgende Stoppzeiten

Tpa(w) = inf{t € [0,T7]| | A (1)Puy(t, )| > n} A e (w),
Too(w) = inf{t € [0,T]|||Aw(t)’us(t,w)|| > n} Aex(w) und
To(w) = Thi(w) A Tya(w).

AuBerdem setzen wir &,(t,w) := 1jg 5, () (). Dann gilt P-fast sicher fiir jedes ¢ € [0, T]]

Lan(B)[lua (t) — ()] < Cﬁn(t)/o L[| F(s,ui(s)) — F(s, uz(s))l| ds.

Fiir w € Q mit &,(t,w) = 1 gilt definitionsgemaf fiir alle s < ¢

(s, (s, w)) = F(s,ua(s, w)[| < Knllur(s,w) = uals, )|
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

und somit wegen &, (t) < &,(s) fiir t > s P-fast sicher fiir jedes ¢t € [0, 7]

t
Lagn(B)lJun(t) —ua(t)]] < CKnSn(t)/ Lagn(s)[Jur(s) — ua(s)]| ds.
0
Also gilt nach dem Lemma 1.8.6 P-fast sicher

Sup Ladn (t)|[un (t) — ua(t)]| = 0.

Somit folgt aus [¢,(t,w) =1 <= t < 7,(w)] fiir jedes n € N

P( sup 1aflur(t) —ua(t)]| = 0) = 1.

te[0,7n]

Grenziibergang n — oo fithrt dann zu

(3.5.14) P( sup  1aljui(t) —ua(t)| =0) = 1.

te[0,e1Ne2)
Also existiert eine Nullmenge N € F so, dass fiir jedes w € Q\ N und jedes t €
0, €1(w) A €a(w)) gilt

1a(w)(us(t,w) — us(t,w)) = 0.

Angenommen es existierte ein w ¢ N so, dass € (w) < e(w) und (w — A(-))Pui (-, w)
und (w — A())Pus(-,w) stetig sind auf ihren maximalen Definitionsbereichen. Dann
existiert ng € N mit € (w) < T, 2(w). Die Gleichung (3.5.14) implizierte dann (w —
A(8))Puy(s,w) = (w — A(8)) ug(s,w) fiir 0 < s < Tppy11 (W) = Trgr1 (W) < €1(w). GemiB
der Definition der involvierten Stoppzeit héitte man dann die Abschéatzung

no + 1= || Aw(Tngs1,1) w1 (Tag11,1 (W), )| = | Aw(Trg41,1) ta(Trgr1,1 (W), w) || < no.

Also gilt P(14(e; — €2) =0) = 1.
Die Abschéitzung zeigt man genauso wie im Lemma 3.5.20.
Sind uy, uy globale Losungen, so impliziert (3.5.14)

P(tes[lg% Lafl Au () (ur(t) — ua(t)]| = 0) = 1,

also gilt aufgrund der Pfadstetigkeit auch P(14]| Ay (#)?(uy(T) — ue(T))|| =0) =1. O

Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir von integrierbaren Anfangsbedingungen zu allge-
meinen Anfangsbedingungen fortschreiten und erhalten

Satz 3.5.27. Es gelten die (AT)-Bedingung und

sup |[s = (¢ = )" P(t,) Bl oy < 0
i<
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3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

fir eina € (0,3) und ein T > 0 sowie ug € Lo(Q, Fo; D((w—A(0))P)) fiir ein 3 € [0, ).
Auferdem erfille F' die Bedingung (LLipg) und es existiere ein Cy, > 0 mit

sup ||F(t,0)||r < Cy < 0.
te[0,T

Dann existiert eine bis auf Modifikation eindeutige lokale milde Lésung (u,€) von (3.5.1)
mit [t — (w— A(t))Pu(t,w)] € C([0,e(w)); E) fiir P-fast alle w € .

Erfillt F sogar die Bedingung (Wp), so ist die gefundene Losung u global mit [t +—
(w — A(t))Pu(t,w)] € C([0,T); E) fiir P-fast alle w € 9.

Beweis: Wir definieren fiir beliebiges n € N
U p(w) == 1BD((w—A(O))5)(O’n) (uo(w))up(w),

dann gilt g, € Loo(Q, Fo; D((w — A(0))?)) und wir kénnen den Satz 3.5.24 anwenden.
Somit haben wir fiir beliebiges n € N genau eine lokale milde Losung (u,,, €,) mit (w —
A())Pu, (-, w) P-fast sicher in C([0, €,(w)); E)) des Problems

dun(t) = (At un(t) + F(t,un(t))) dt + B dWg(t)

Dank
(w — A(0)) ug, == (w — A(0)) ug P-fast sicher,

€, — € = SUP,cy €n, Und des Lemmas 3.5.26 konvergiert dann sowohl u,, fiir P-fast jedes
w e Nin C([0,e(w)); E) gegen ein u als auch F(-,u,(-)) gegen F(-,u(-)). Fiir dieses u
gilt dann fiir P-fast jedes w € 2 und beliebiges ¢ € [0, e(w))

u(t,w) = P(t,0)up(w) +/0 P(t,s)F(s,u(s,w))ds + Wag(t,w),

als ist (u, €) eine lokale milde Losung. Diese Losung ist im entsprechenden Sinn eindeutig
wegen des Lemmas 3.5.26.

Erfiillt die Funktion F' nun auch die (W3)-Bedingung, so sind nach dem Satz 3.5.13 die
Losungen wu, globale Losungen mit den entsprechenden Eigenschaften, also ist u(t) :=
lim,, oo u,,(t) die gesuchte globale milde Losung, welche dank des Lemmas 3.5.26 ein-
deutig ist. Il

Bemerkung 3.5.28. Setzt man voraus, dass E vom Rademachertyp 2 ist, so weiff man,
dass die stochastische Faltung stetig von [0, T| nach L,(€; E) ist fiir beliebiges p € [1,00).
Dann kann man die verbleibenden Ungleichungen aus [117] ebenfalls zeigen, siehe auch
die Bemerkung 3.5.16.
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Konstante Definitionsbereiche

Schrinken wir uns auf den Fall konstanter Definitionsbereiche ein, so konnen wir statt des
Satzes 3.4.9 den Satz 3.4.8 verwenden und somit unbeschrénkte Inhomogenitéten auf In-
terpolationsrdumen betrachten. Dies eréffnet im Vergleich zu den in den vorangehenden
Abschnitten betrachteten Definitionsbereichen gebrochener Potenzen mehr Flexibilitét.
Anders als in den vorangehenden Abschnitten wird hierbei das stochastische Problem
auf ein deterministisches Problem zuriickgefithrt. Um verwickelten Messbarkeitsfragen
im Zusammenhang mit Explosionszeiten aus dem Weg zu gehen, stehen globale Losungen
im Mittelpunkt.

Es mogen also fiirderhin die (KD)-Bedingung gelten. In diesem Fall hat man aufgrund
der Konstanz der Definitionsbereiche eine natiirliche Vorstellung davon, was ein Zwi-
schenraum sein soll. Es sei ((+,-)g)oc(o,1) eine zulédssige Interpolationsmethode.

Ziel der folgenden Uberlegungen ist es, nichtlineare stochastische Cauchyprobleme der
Art (3.5.1) zu lésen und Raum-Zeit-Regularitiat gefundener Losungen zu betrachten,
indem wir das stochastische Problem (3.5.1) auf ein deterministisches zuriickfiihren,
siehe Proposition 3.5.29.

In Bezug auf Losungen interessieren wir uns fiir pfadstetige Prozesse (u(t)):cjo,r), welche
P-fast sicher fiir jedes t € [0, T] die folgende Gleichung erfiillen:

t
(3.5.15) u(t) = P(t,0)ug + / P(t,s)F(s,u(s))ds + Wae(t).
0
Umstellung von (3.5.15) fiihrt zu folgender Gleichung
t
u(t,w) — Wagy(t,w) = P(t,0)ug —i—/ P(t,s)F(s,u(s,w))ds
0

fir w € Q\ N mit P(N) = 0.
Die Umbenennung v(t,w) := u(t,w) — Wa(t,w) ergibt

(3.5.16) v(t,w) = P(t,0)uy + /0 P(t,s)F(s,v(s,w) + Way(s,w)) ds

fir w € Q\ N und P(N) = 0, also ist eine pfadstetige milde Losung von (3.5.1) eine
milde Losung, diesmal im Sinn der Definition 15.2 in [30], des parameterabhéingigen
deterministischen Problems

|

() = AW + Ft u()),
(0) =

welche messbar von dem Parameter abhingt und wobei F(t,4(t),w) = F(t,a(t) +
W (t,w)).

Somit haben wir

(3.5.17)

=Y

Proposition 3.5.29. Es sei E ein separabler Banachraum.
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1. Ist (u(t))icpor) eine milde Losung von (3.5.1) auf [0,T] mit stetigen Pfaden, so
wird durch U(t,w) = u(t,w) — Way(t,w) eine milde Losung @ von (3.5.17) auf
[0,T] definiert.

2. Ist u eine milde Losung von (3.5.17) auf [0, T], welche messbar von w € Q abhdngt,
und ist zudem die stochastische Faltung Wa(y pfadstetig, so wird durch u(t,w) =
a(t,w)+Waey(t,w) eine pfadstetige milde Losung (u(t))ieo,r) von (3.5.1) auf [0, 7]
definiert.

Diese Proposition gestattet es, statt des stochastischen Problems (3.5.1) das parameter-
abhéingige deterministische Problem (3.5.17) zu betrachten.

[gnorieren wir zunéchst die Parameterabhéngigkeit, so haben wir es mit Problemen der
Art

(3.5.18) %@?Lj{“@f@%+ﬁtf@»,t€«LTL

zu tun.

Wie zuvor méchten wir fiir parabolische Probleme unbeschrinkte Nichtlinearitédten g be-
trachten; unbeschrinkt in dem Sinn, dass g lediglich auf Teilmengen Z von E definiert
sind. Aufgrund der Eigenschaften P(t,s)(E) C D(A(t)), (t,s) € Ap, und D(A(t)) =
D, t € ]0,T], ist eine natiirliche Forderung D C Z C E. Die gute Kenntnis des Verhal-
tens der Evolutionsfamilie auf Interpolationsrdumen legt es nahe, Teilmengen der Art
Eo = (D, E), zu betrachten, wobei ((+,)a)ac(o,1) €ine beliebige zuléssige Interpolations-
methode ist.

Dann stellt man an g iiblicherweise, siehe etwa [30, Section 15|, die Forderung

(LL,) Esist @ < 1 und zu jedem p > 0 existiert eine Konstante C'(p) > 0 so, dass
g € C™=([0,T] x E,, E), d.h. fiir jedes t € [0,T] und beliebige z,y € Bg, (0, p)
gilt

lg(t,z) = g(t 9)l| < Clp)llz = yllas

d.h. g ist ,lokal lipschitzstetig” und zwar gleichméfig in ¢.

Bemerkung 3.5.30. Fiir deterministische Probleme kann man sogar g betrachten, wel-
che lediglich auf offenen Teilmengen von E, definiert sind, siehe etwa [84, 85] fiir den
autonomen Fall. Da hier stochastische Probleme im Mittelpunkt des Interesses stehen,
aber nicht klar ist, unter welchen Bedingungen die stochastische Faltung Wy Werte in
offenen Mengen von E, annimmt, wird hier auf solch allgemeine g verzichtet.

Fiir den nichtautonomen Fall mit zeitabhdngigen Definitionsbereichen kann man zudem
die Arbeit [112] von JAN PRUSS konsultieren.

Die Bedingung (LL,) ermoglicht es, die Existenz lokaler Losungen von (3.5.18) zu be-
weisen.
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Lemma 3.5.31 ([30, 16.1 Lemmal). Es sei E ein separabler Banachraum, die Familie
linearer Operatoren (A(t), D(A()))icjo,r erfille die (KD)-Bedingungen und die Funktion
g: [0,T] x E, — E die Bedingung (LL,) fiir ein a € [0,1).

Dann ezistiert zu jedem p > 0 ein Ti(a,p) > 0 so, dass fir jedes (s,z) € [0,T) x
Bp, (0, p) das Problem (3.5.18) genau eine milde Losung f : I — E, hat, wobei I :=
[s,min(s + T3 (a, p), T)].

Dann gilt

Satz 3.5.32 ([30, 16.2 Theorem]). Es sei E ein separabler Banachraum, die Familie
linearer Operatoren (A(t), D(A(t)))icpp,m erfille die (KD)-Bedingungen und die Funktion
g: [0,T] x E, — E die Bedingung (LL,) fiir ein a € [0,1).

Dann existiert zu jedem (s,z) € [0,T) x E, genau eine mazimale milde Lisung u :

J(s,x) — E,, wobei das mazimale Existenzintervall J(s,xz) von der Gestalt [s,T] oder
[s,T1) fiir ein Ty € (s,T] ist.

Bei der Transformation einer parameterabhéngigen lokalen milden Losung des Problems
(3.5.17) in eine lokale pfadstetige milde Losung von (3.5.1) muss man sich gemé&fi der
Definition lokaler stochastischer Losungen von der Stoppzeiteigenschaft von T («, p,w)
iiberzeugen. Wie in der Einleitung bereits angesprochen, fiihrt dies zu verwickelten Mess-
barkeitsfragen, sodass wir der Einfachheit halber von nun an globale Lésungen von
(3.5.18) betrachten werden.

Unter der folgenden Bedingung, welche eine globale Beschrinkung des Wachstumsver-
haltens von ¢ ist, hat man stets globale Losungen.

(W) Esist A: [0,00) — [0, 00) eine wachsende Funktion, N > 0 und « € [0,1). Zudem
gilt fiir jedes ¢ € [0, 7] und beliebiges y € E,

lg(t ) < ABN + lylla)-

Unter dieser Bedingung gilt

Satz 3.5.33. Es sei E ein separabler Banachraum, die Familie (A(t), D(A(t)))tco,
erfille die (KD)-Bedingungen und die Funktion g : [0,T] x E3 — E die Bedingungen
(LLg) und (Wg) fiir ein 8 € [0,1). Dann ezistiert zu jedem xo € Eg genau eine globale
milde Losung uw von (3.5.18).

Beweis: Dank des Satzes 3.5.32 existiert eine eindeutige lokale milde Losung, aufgrund
der Bedingung (Wj) bleibt diese Losung beschriankt bei Anndherung an den Rand des
maximalen Existenzintervalls, also ist die Losung eine globale Losung. O]

Jede milde Losung von (3.5.17) kénnen wir unter lokalen Lipschitzbedingungen nun dank
des Fixpunktsatzes von Banach durch sukzessive Approximation konstruieren. Somit ist
dann nach den bisher angestellten Uberlegungen jede milde Losung von (3.5.17) messbar
in w und wir kénnen mit Hilfe der Proposition 3.5.29 den folgenden Satz beweisen.
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Satz 3.5.34. Es gelte fiir ein o € (0, %) die Bedingung (3.4.5) und F' erfiille die Bedin-
gungen (LLg) sowie (W) fir ein 3 < «.

Dann besitzt das Problem (3.5.1) fiir jedes ug € Lo(§2; Eg) genau eine milde pfadstetige
Lésung, deren Pfade P-fast sicher in C*([0,T]; Es) liegen fiir beliebige X + & < «, falls
sogar ug € Lo(Q; Ey,) gilt.

Beweis: Dank der Voraussetzungen und des Satzes 3.4.8 wissen wir, dass es ein NeF
mit P(N) = 0 so gibt, dass F' die Voraussetzungen des Satzes 3.5.33 fiir jedes w € Q\ N
erfiillt. Somit existiert fiir jedes solche w ein 4(-, w), welches die Gleichung (3.5.16) erfiillt;

zudem gilt
a(t,w) = lim (K"up)(t,w),

n—oo

wobel

(Ka)(t,w) := P(t,0)up + /0 P(t,s)F(s,u(s,w) + Wa()(s,w)) ds.

Aufgrund der Bedingung (LLg) existiert zu F' eine Folge (F,)nen, deren Glieder der
Bedingung (LLg) fiir C(p) = C gentigen und welche F' in C([0,T] x Eg; E) approxi-
miert. Fiir jedes F, ist die Abbildung f + F,(f) := (s = Fu(s, f(5) + Wag)(s,w))) eine
lipschitzstetige Abbildung von C([0,T]; E3) nach C([0,T7]; E), also insbesondere borel-
messbar. Wegen F),(f) — F(f) fiir n — oo und jedes f € C([0,T]; E3) ist dann auch F
borelmessbar. Dies impliziert, dass die Abbildung w +— (s — F(s,uo(w) + Wa()(s,w)))
messbar ist von {2 nach C([0,7]; E'). Somit ist dann nach 5.5 Lemma aus [30] Kuy mess-
bar als Abbildung von © nach C([0,7]; Eg). Ist fiir ein n € N die Abbildung K"ug
messbar als Abbildung von Q nach C([0,T]; Ej), so ist auch K"y, messbar als Abbil-
dung von Q nach C([0,T7]; Es).

Also sind die Voraussetzungen der Proposition 3.5.29 1. erfiillt, und u(t,w) := a(t,w) —
Waey(s,w) ist eine pfadstetige milde Losung von (3.5.1).

Die behauptete Pfadregularitét von P(t,0)uq ist Teil der Aussage des Lemmas 5.3 aus
[30]. Da u(-,w) stetig von [0,7] nach Ej ist, ist F(-,u(-,w)) stetig von [0,7] nach E.
Somit ist nach 5.5 Lemma aus [30] die Abbildung

/. P(-,8)F(s,u(s,w))ds

0
(A — d)-holderstetig auf [0, 7] mit Werten in Ej; fiir beliebige 0 < § < A < 1. Wegen
o < 5 zeigt dies, dass fiir die Raum-Zeit-Regularitéit einer milden Losung von (3.5.1) die
Raum-Zeit-Regularitit der stochastischen Faltung W) wesentlich ist. Diese hat aber
geméf des Satzes 3.4.8 die behauptete Regularitét. O

Bemerkung 3.5.35. Im Fall nichtkonstanter Definitionsbereiche kann man unter ge-
eigneten Bedingungen, siehe [7, 30/, dhnlich verfahren.

3.5.3 Beispiele

Bevor wir nichtlineare Erweiterungen der Beispiele aus dem Unterabschnitt 3.4.3 be-
trachten, wenden wir uns zunéchst der Frage zu, wie man solche nichtlinearen Inhomo-
genitiaten in Beispielen modellieren kann.
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In konkreten Beispielen ist es hdufig so, dass nichtlineare Abbildungen F' : L,(G) —
L,(G), wobei G C R™ ein Gebiet sei, von Funktionen f: G X R — R geméf

F(g) =[x — f(z,9(v))]

induziert werden. Solche Abbildungen I werden auch Nemyckij'-Operatoren genannt
und bilden den Gegenstand des Buches [8] von JURGEN APPELL und PETR PETROVIC
ZABREJKO. In der Theorie solcher Operatoren spielen Carathéodory-Funktionen eine
entscheidende Rolle: ist (M, M, u) ein Mairaum, so heifit eine Funktion f: M xR — R
Carathéodory-Funktion, falls f(-,y) messbar ist fiir jedes y € R und f(m, -) stetig ist fiir
p-fast jedes m € M.

Ist G C R"™ ein Gebiet, so induziert nach dem Theorem 3.10 aus [8] eine Funktion
f: G xR — R eine stetige Abbildung F': L,(G) — L,(G) mit Abschitzung

1F(91) = F(g2)ll,c) S k(M)llg1 — 2l Ly @)y 915 92 € Ki)(0,7),

wenn f eine Carathéodory-Funktion ist und es zudem eine Carathéodory-Funktion a €

|f(x,y1) - f(xva)‘ < a(x7r)|y1 - y2’7 Y1, Y2 € KR”(Ovr)'

Wie man in dem zitierten Satz nachlesen kann, sind diese Bedingungen im Wesentlichen
auch notwendig.

Beispiel 3.5.36. Man betrachte in Anlehnung an das Beispiel 3.4.14 das Problem
du(t, z) = (A(t,, D)u(t,x) + f(t,z,u(t, z))) dt
+ dw(x,t), te (0,T],x € G,

C(t,z,D)u(t,z) =0, te€ (0,T],z € 0G
u(0,z) =0, z€G.

(3.5.19)

Die bereits im Beuispiel 3.4.14 auftretenden Gréfien seien ebenso wie dort definiert. Die
Abbildung f: [0,T] x G x R — R sei eine stetige Funktion mit Abschitzungen

F6a ) < Cus(L+1g)  VE€[0,T], Vo € G, vy € R
und
|f<t7$7y1> - f(t,fL',yQ)l S CLiP7f|y1 - ?/2| vt € [O’T]7 vV € G7 vyl:y? e R.

Dann gelten fiir die von f induzierte Abbildung F : [0,T]x L,(G) — L,(G) die folgenden
Abschdtzungen

IF (9,5 < Cw,r(L+]gl]) Vte[0,7], Vg e L,(G)

I'henannt nach VIKTOR VLADIMIROVIC NEMYCKILJ
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und

|F(t g1) — F(t, 92)l,0) < Criprllon — 2lli,c) VE€[0,T], V1,92 € L(G).

Also erfillt F' die (Wy)- und (Lipy )-Bedingung. Wiederum werde das Problem (3.5.19)
auf E, = L,(G) fir 2 <p < q modelliert. Hierbei sei A,(t) die Realisierung auf E, von
A(t,z, D) mit Definitionsbereich

D(Ay(1)) ={f € W(G)|C(t,-,D)f =0 auf OG}.

Dann geniigt (A,(t), D(Ay(t))) der Bedingung (AT) mit Konstanten p wie oben und
v= %, siehe [1, 116, 143/, und wir betrachten das Problem
du(t) = (Ap(H)u(t) + F(t,u(t))) dt + BdWg(t),

(3.5.20) w(0) = 0,

fir ein B € v(H, E,).
Folglich gilt fiir beliebiges o € (01)

sup |[s = (t — s)""P(t, s) Bllly0x8.8,)
t€[0,T]

< S[u% Y{(t =) P(t,s)|l,s € (0,t)})||[s = (t = 5)" Bl 0,685,
telo,

1
T 2
< o[ ) 1Bl m, <.
0

wobei € € (0,3 — ).

Man befindet sich also in der Situation des Korollars 3.4.11 2. und weifS somit, dass
(3.5.20) eine milde Lésung u hat, fiir deren Pfade P-fast sicher t — (w — A(t))°u(t) €
CM[0,T); E,) gilt fiir jede Wahl von X > 0 und 6 > 0 mit 6 < 3 —n und X < 1, wobei
O<n<p— % beliebig ist.

Die restlichen Beispiele des Unterabschnitts 3.4.3 kann man auf &hnliche Art und Weise
auf den nichtlinearen Fall erweitern.

3.5.4 Anwendungen der maximalen Regularitatsergebnisse

Es gelten die Bedingungen der (KT)-Theorie. In dem vorangehenden Unterabschnitt

haben wir stets pfadstetige Losungen gesucht, wie man sie fiir a < % auch erhilt. Nun
wenden wir uns dem Grenzfall a = % zu. Motiviert durch den Satz 3.4.20 erhalten wir

Satz 3.5.37. Es gelten die Voraussetzungen des Satzes 3.4.20 und F' erfiille die (Lip%)-
und (W1)-Bedingung. Auferdem sei (w — A0)2uy € L,(L E) fir ein p € (2,00).
Dann ezistiert eine milde Lisung des Problems (3.5.1), welche in Boy([0,T]; L,(£2; E))
ewndeutig 1st.
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Hierbei wird Boy,([0,T]; L,(€2; E)) wie im Unterabschnitt 3.4.4 als abgeschlossener Un-
terraum von ([0, T; L,(€2; E)) betrachtet.

Beweis: Wie in den anderen Fillen auch betrachten wir die (nichtlineare) Abbildung
(Ku)(t,w) = (w— A(t))2P(t,0)up(w)
t
+ [ AP F (s (0 = Al) Bus, ) ds
0

+(w — A(t) 2 Wagy (t,w),
diesmal auf E, = Boy([0, T]; L,(Q; E)) verschen mit der (Banach-)Norm

VI

ullg, == tS%I;] e u(t)|| L),
€10,

wobei die genaue Wahl von g > 0 erst spéter vorgenommen wird. Dann gilt fiir beliebiges
u € I,

IKullz, < A()2P(-,0)uol|,
+ / w—A(-)2P(,5)F(s, (w — A(s))2u(s)) ds| 5,
HI(w — A()EWaeyl g,

= ]1 + ]2 + [3.
Im Einzelnen haben wir wegen der Abschéitzung (1.5.10)
I = sup e PE(|[(w— A(t))? P(t,0)uo|”)
t€[0,T
< 7 sup e V(]| (w = A(0)) o)
t€[0,T]

= C"l|(w = A0))2uoll} o.m)
und

1
p

I = t;g%eqt( ( / w = AW)EP(E5)F (s, (0= A Fu(s) )

< Cswp o (B [a-srtire ,<w—A<s>>-%u<s>>||ds]p>)
te[0,7] 0
t
< CK sup e ? (E([/ (t—s)_%(l—i-Hu )||) ds]? )
te[0,T 0
1. ¢
< CK sup e <E([—t2+/(t—s) 2||u )|| ds]? )
t€]0,7] 2 0
1. t
< CK sup e_qt(—t2+<E([/ (t— 5)"2||u(s)|| ds]? )
t€[0,7] 2 0
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= ox(sup Lt e swp (B[ e st ruolan) )

IN

IN

IN

IN

IN

3.5 Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen

te[0,T] te[0,T]

D=

R (O + sup](M[( [emeru—stagt ([ empuran))

telo,T

CK(Co s ( )¢ ) ds)? (2 L ()| ) g

te[0,T

S =

t / 1 1
CK(Cy + sup (/ e T dr)? T sup e (E([lu(s)[7)))?)
1 Jo

t€[0,T s€[0,T]
T / ol i 1
CK(Cy + (/ e T2 dr)r T ||ul| g,)
0

CK(Cy + () 5001~ 2))7 T ul ).

S

-~

=:x(g,p)

Dank des Satzes 3.4.20 gilt zudem

Iy < C||Blly,p),

also ist JC wohldefiniert. Fiir beliebige u,v € E’q gilt schliefflich

IKu = Kol 5,

IN

IN

IN

IN

IN

IN

N
S =

sup = (E(] / P05 Au(s)Fuls) = Fls, u(s)Hol9) dslP))

te[0,7]

sup e qt( / | A (t
t€[0,1]

sup e (E([ / (t— 5) 4K p(s) Ju(s >—v<s>||ds]p>)’l’

te[0,7

l\’)\»—t
T =

t,s)F (s, Aw(s)"2 (8))—F(8,Aw(8)5@(8))!\618]”))

Kp(T) sup (E([/Ot eIt — 5) 7 |lu(s) — o(s)] ds}p)) p

t€[0,T]

B =

o(r) s (B[ % ([ e uts) oo as))

te€[0,T]

Kp(T) sup (/Ot e WY dr) e (E(/Ot e~ |u(s) — o(s)||? ds))’l’

te[0,7]

Kp(T) sup x(q,p) (/OT e PE([lu(s) — v(s)|]") dS));

t€[0,T]

Kp(T)x(a:p)T 7 supreprie " u(t) — v(t)l|z,:p).
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Da p > 2 ist, gilt x(¢,p) — 0 fiir ¢ — oco. Also konnen wir ¢ > 0 so wéhlen, dass

K X(q,p)T% < 1 ist. Die Anwendung des Fixpunktsatzes von Banach zeigt dann die
Behauptung. O]

Bemerkung 3.5.38. Verallgemeinerungen auf lokale Lipschitzbedingungen und allge-
meinere Anfangswerte kénnen analog zu dem Vorgehen in den vorangehenden Unterab-
schnitten gemacht werden.

3.6 Nichtlineare Gleichungen unter
Taniguchi-Bedingungen

Ideen von T. YAMADA und S. TANIGUCHI aus [126, 127, 128, 144] griffen DOREL
BARBU und GHEORGHE BOCSAN in [9, 10] auf, um Existenz- und Eindeutigkeitsfra-
gen fiir semilineare autonome stochastische Cauchyprobleme in Hilbertraumen unter
Verallgemeinerungen von Lipschitzbedingungen zu behandeln, siehe auch [54]. Im Fol-
genden werden ihre Ideen auf stochastische semilineare nichtautonome Cauchyprobleme
in Banachrdumen ausgedehnt. Um in beliebigen Banachrdumen arbeiten zu konnen,
beschranken wir uns auf Probleme mit additivem Rauschen, d.h. wir betrachten

du(t) = (A(t)u(t) + F(t,u(t))) dt + BdWg(t),
(3.6.1)

U(O) = U,

wobei uy € Lo(Q, Fo; E), F : [0,T] x Q@ x E — E eine progressiv messbare Abbil-
dung und der Familie (A(t), D(A(t))):>0 genau eine stark stetige Evolutionsfamilie auf
E zugeordnet sind.

Milde Losungen von (3.6.1) sind geméf von Definition 3.5.1 zu verstehen.

Fiir die Inhomogenitit F' fordern wir nun fiir ein p > 2

(T'1), Es existiert eine Funktion H : [0, 00) x [0,00) — [0,00) so, dass H(s,t) fiir festes
t € [0,00) lokal integrierbar beziiglich s und fiir festes s € [0,00) stetig und
monoton wachsend beziiglich ¢ ist. Aulerdem gilt fiir jedes ¢ € [0,7] und jedes
ue L, E)

E(LEE wll”) < H (& E([ul])?).

(T2) Die Funktion F(t,w,x) sei stetig beziiglich x fiir festes (¢,w) € [0,T] x Q.
(T3), Es existiert eine Funktion K : [0,00) x [0,00) — [0,00) so, dass K(s,t) fiir
festes t € [0,00) lokal integrierbar beziiglich s und fiir festes s € [0,00) stetig

und monoton wachsend beziiglich ¢ ist mit K(-,0) = 0. AuBerdem gilt fiir jedes
t € 10,7] und beliebige u,v € L,(Q; E)

E(£(t, u) = F(t,0)[P) < K& E([lu = v]]")).
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3.6 Nichtlineare Gleichungen unter Taniguchi-Bedingungen

Geniigt eine nicht negative, stetige Funktion z fiir ein @ > 0 und ein 77 € (0, 7]
der Bedingung

2(t) <afy K(s,z(s))ds,  te€[0,T],
2(0) =0,
so gilt z(t) = 0 fiir jedes t € [0, Ty].
Dann haben wir

Satz 3.6.1. Es gelte

sup ||[s = (¢ — )" P(t, ) Bl|l5(0.1:0.) < 0

t€[0,T
fir ein a € (0,1), ug € L,(Q, Fo; E) und die Bedingungen (T1),, (T2) und (T3), seien
fir ein p > 2 erfillt. Dann existiert Ty € (0,T] so, dass das Problem (3.6.1) genau eine
milde Losung in L,(2; C([0,To]; E)) besitzt.

Beweis: Der Beweis des Theorems 2.4 aus [9] iibertrigt sich auf den allgemeinen Banach-
raumfall mit nichtautonomen Problemen, da die erste Bedingung dank des Satzes 3.4.2
sicherstellt, dass die stochastische Faltung in L,(£2; C([0, Tp); £)) liegt, und in den Be-
weisen in [9] lediglich die starke Stetigkeit der Halbgruppe benutzt wird, welche man in
diesem Fall ohne Weiteres durch eine stark stetige Evolutionsfamilie ersetzen kann. [

Wir kénnen auch leicht geéinderte Bedingungen betrachten: statt Bedingung (77), etwa

(T1), Es existiert eine Funktion H : [0,7] x [0,00) — [0,00) so, dass H(s,t) fiir
festes t € [0,00) lokal integrierbar beziiglich s und fiir festes s € [0,7T] stetig
und monoton wachsend beziiglich ¢ ist. Zudem hat die Integralgleichung wu(t) =
Uy + afg H(s,u(s))ds fiur beliebige up > 0 und o > 0 eine Losung auf [0, 7.
AuBerdem gilt fiir jedes ¢t € [0,T] und jedes u € L,(€; E)

E(|F(t, w)[|”) < H(& E([Jul])?).
Dann haben wir
Satz 3.6.2. Es gelte

(3.6.2) sup ||[s = (£ = s)"“P(t, ) B]|ly(0,61,5) < 00
te[0,7)

fiir ein a € (0,3), up € Ly(Q, Fo; E) und die Bedingungen (T1),, (T2) und (T3), seien
fiir ein p > 2 erfillt. Dann konvergieren die Approzimationen u®(t) := P(t,0)uy +
WA(.)(t) bzw.
t
u(t) i= P(t,0)ug + Wagy(t) + / P(t,s)F(s,u™(s))ds
0

in L,(Q; C([0,T]; E)) gegen die dort eindeutige milde Lisung uw von (3.6.1).
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Beweis: Zunéchst definieren wir den Fixpunktoperator geméf
¢
(Ku)(t) := P(t,0)ug + / P(t,5)F(s,u(s))ds + Wa(t)
0

fiir u € L, £ (Q; C([0,T]; E)) =: Ep. Dann ist wegen des Lemmas 1.7.7 und der Bedin-
gung (72) der Prozess Ku progressiv messbar. Dank der Bedingung (7'2), der Bedingung
(3.6.2) und der starken Stetigkeit der Evolutionsfamilie ist Ku auch P-fast sicher stetig,
auflerdem gilt

IKullz, < sup [[P(t,0) ||||uO||L,,+||/ u(s)) ds| g + [[Waell 2

te[0,T]

P

IN

C + (E( sup || [ P(t, S)F(&U(S))dSHp))

te[o,7] Jo

=

IN

C + (E( sup (/0 sup || P(L, s)[|[| £°(s, u(s))| ds}p))

te[0,T (t,8)EAT

c(+ < (o ([ 1Pl asy >)>
C(1+ ( tg[%% tp /||Fsu \pds)> )

C(1+T7 (/ E(|F (s, u(s)|P) d )”)

< C(1+TV (/OT H(S,E(Hu(s)Hp))dS);) < .

IN

IN

IN

Also ist K eine Selbstabbildung auf Fr. AuBerdem ist K eine stetige Abbildung, wie das
folgende Raisonnement zeigt:

p

IKu =Kol = (E( sup || [ P(t,5)(F (s, u(s)) — F(s,v(s )))d8|!p)>

tefo,7]  Jo

E(|F(s, u(s)) — Fs, v()) ) ds)p

o(f
< c(/ K (s, E(Ju(s) — v(s)]1")) d )
< c(/ K(s, |lu—vll,) d ) .
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3.6 Nichtlineare Gleichungen unter Taniguchi-Bedingungen

Nun definieren wir die sukzessiven Approximationen

um) = ™,

Dann gilt fiir zwei positive Konstanten ¢y, ¢o
t
(3.6.3) |M“%gs@+@éfmwww&m&

Sei nun f(t), t € [0,7T], eine globale Losung der Gleichung

f@=h+@AH@ﬂm%

mit Anfangsbedingung fo > max(cy, sup,epo ) E(|P(2, 5)uo||”))-
Mit Induktion kann man dann zeigen, dass gilt

(3.6.4) lu|E < f)  Vteo,T).

Zunichst ist die Aussage fiir n = 0 aufgrund der Wahl der Anfangswerte von f klar.
Gilt nun (3.6.4) fiir ein n € N, so haben wir wegen (3.6.3) und der Monotonie von H

t
MﬂwW”W%ngW@wm—H@MW&»%zo

Somit ist die Folge (u(™),en, C E beschrinkt.
Schlielich betrachten wir

7 (t) == sup(|Ju™ — u(”)H%t), t €0, 7], n>0.

m>n

Nach den Voriiberlegungen ist die Funktion r,, beschrinkt und nach Definition monoton
wachsend. Da die Folge (7,,(t))nen fiir jedes t € [0, 7] monoton fallend ist, existiert eine
monoton wachsende Funktion r mit

r(t) = lim r,(¢).

n—oo

Nach den Voraussetzungen existiert eine Konstante C' > 0 so, dass fiir beliebige m, n € N
gilt

t
o™ = < €[ R ) = s
Somit gilt
t
r(t) < rp(t) < C’/ K(s,rp-1(s))ds.
0

Wegen r(t) = inf, r,(t) und dank des Satzes tiber dominierte Konvergenz erhalten wir
schlieflich

r(t) < C’/O K(s,r(s))ds.
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3 Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen

Geméf Voraussetzung (7'3), gilt dann aber r = 0, sobald r stetig ist. Die Aussage r = 0
gilt aber auch im hier betrachteten Fall nach Lemma 2.2 aus [9]. Wegen ||u(™) — (™ ||%T <

7o(T) und r,,(T) — r(T) = 0 ist dann (u,)ney eine Cauchyfolge in Er.
Sind u, v zwei pfadstetige milde Losungen von (3.6.1),~ so sind sie insbesondere Fixpunkte
von /C, dies impliziert aber u = v als Elemente von Er. O]

Wie in [10] erhalten wir als Korollar.

Korollar 3.6.3. Es gelten

sup ||[s — (£ — s)""P(t, 5) Blll0,1.5) < 00
t€[0,T]

fiir ein a € (0,3) und ug € L,(Q, Fo; E) fiir ein p > 2. Auferdem gelte
1E(t, ) = F@t,y)[I” < AMt)a(llz —yl"),

wobei A : [0,00) — [0, 00) eine lokal integrierbare Funktion und « : [0,00) — [0, 00) eine
stetige, monoton fallende, konkave Funktion mit a(0) = 0 sowie [y~ a(u)™ du = occ.
Schliefslich gelte E(||F(t,0)|]) € Lpioc([0, 00)).

Dann gibt es in L,(€;C([0,T); E)) fir jedes T > 0 genau eine milde Lésung u von
(3.6.1).

Wir kénnen auch hier wieder zu allgemeineren Anfangsbedingungen fortschreiten und
erhalten

Satz 3.6.4. Es gelte

sup ||[s — (t = s)"*P(t, s) B0, < 00
te[0,T

fiir ein o € (0,3), uo € Lo(Q, Fo; E) und die Bedingungen (T1),,, (T2) und (T'3), seien
fiir ein p > 2 erfillt.

Dann gibt es in Lo(€; C([0,T); E)) fir jedes T > 0 genau eine milde Lésung u von
(3.6.1).

Beweis: Man verwende die gleichen Lokalisierungsargumente wie im Abschnitt 3.5. [
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4 Martingallosungen stochastischer
autonomer Evolutionsgleichungen

4.1 Einleitung

Im Kapitel 3 wurden Losungen stochastischer Evolutionsgleichungen betrachtet, bei de-
nen der Wahrscheinlichkeitsraum samt treibendem stochastischen Prozess fest vorgege-
ben ist. Den Inhalt dieses Kapitels bilden hingegen stochastische Evolutionsgleichungen,
bei denen der Wahrscheinlichkeitsraum samt treibendem stochastischen Prozess zum
Losungsbegriff gehort. Eine Losung in diesem Sinn wird nachfolgend als Martingallosung
bezeichnet, wohingegen sich in der (stochastischen) Literatur gerade im endlichdimen-
sionalen Fall der Begriff ,,schwache® Losung eingebiirgert hat, der in der vorliegenden
Arbeit bereits anderweitig verwendet wird. Genauer werden stochastische Evolutions-
gleichungen der Art

du(t) = (Au(t) + F(t,u(t))) dt + B(t,u(t)) dWg(t),
(4.1.1)

u(0) = g
im Hinblick auf Existenz von Losungen untersucht.
Fiir den Fall, dass der Wahrscheinlichkeitsraum und der stochastische Prozess Wy fest
vorgegeben sind, werden von JAN M.A.M. VAN NEERVEN, MARK C. VERAAR und
Lurz WEIS in [96] stochastische Integralgleichungen obiger Gestalt in UM D~-Rdumen
behandelt.
So #dhnlich sich diese beiden Losungsbegriffe auch ausnehmen mogen, unterscheiden sie
sich gerade im Hinblick auf Messbarkeitsfragen doch wesentlich, siehe [58, 59, 62, 65, 83,
113] fiir den endlichdimensionalen Fall.
Ein augenfilliges Beispiel fiir den Unterschied beider Lésungskonzepte stammt von Tana-
ka, siehe Seite 150 in [113].

Beispiel 4.1.1. Betrachtet werde die eindimensionale Gleichung

t
Xt:/ sgn(Xs) dBs.
0

Dann besitzt diese Gleichung zwar eine Martingallosung, aber keine starke Losung. Zu-
dem ist die Losung zwar eindeutig in Verteilung, aber pfadweise Eindeutigkeit besteht
nicht.

Fiir den Hilbertraumfall wurden Probleme der Art (4.1.1) bereits in [29], von DARIUSZ
GATAREK in [48], von DARIUSZ GATAREK und BENIAMIN GOLDYS in [49] sowie von
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4 Martingallosungen stochastischer autonomer Evolutionsgleichungen

MICHEL METIVIER und MICHEL VIOT in [90] behandelt: dort gehen wesentlich eine hil-
bertraumwertige Version eines Satzes von Girsanov ein, der keine Entsprechung in allge-
meinen Banachraumen zu haben scheint. In einer Arbeit [50] von LESZEK GAWARECKI,
V. S. MANDREKAR und PHIL H. RICHARD werden in Hilbertrdumen Existenzresulta-
te fiir Martingallosungen stochastischer Evolutionsgleichungen, deren Koeffizienten von
der gesamten Vergangenheit des Prozesses abhéngen, gezeigt unter Verwendung von
Kompaktheitsargumenten und Ideen von I0SIF IL’1I¢C GIHMAN und ANATOLIJ VOLO-
DIMIROVIC SKOROHOD aus [51]. Von ZDZISEAW BRZEZNIAK und DARIUSZ GATAREK
wurde in [20] fiir spezielle Banachrdume der bereits in den Lemmata 2.2.1, 2.2.6 ein-
gefithrte Faktorisierungsoperator R, fiir Existenzbeweise von Martingallésungen her-
angezogen und so die Verwendung des Satzes von Girsanov umgangen. Insbesondere
die Kompaktheit des Faktorisierungsoperator spielt hier eine wesentliche Rolle. In [20]
werden Banachraume vom Rademachertyp 2 mit UMD-Eigenschaft betrachtet, was auf
den ersten Blick ein wenig {iberrascht. Diese Wahl ist durch folgende Sachverhalte mo-
tiviert: zum einen erfordert der dort verwendete Integralbegriff, dass der Banachraum
vom Martingaltyp 2 ist, und zum anderen wird, um gewisse Eigenschaften des Faktori-
sierungsoperators zu kennen, in Banachriaumen mit der UMD-Eigenschaft gearbeitet. Da
in Banachrdumen mit der UMD-Eigenschaft, vgl. Unterabschnitt 1.2.3, die Eigenschaf-
ten Martingaltyp und Rademachertyp dquivalent sind, ergibt sich die wenig natiirliche
Wabhl als Schnittmenge obiger Voraussetzungen. Verwendet man stattdessen den einem
,decoupling“-Ansatz entsprungenen Integralbegriff, vgl. Unterabschnitt 1.7.2, so erge-
ben sich als natiirliches Arbeitsumfeld Banachraume mit UMD-Eigenschaft. Dies fiihrt
insbesondere dazu, dass die Voraussetzung des Rademachertyps 2 hier entbehrlich ist,
wohingegen sie in [20] wesentlich war. Sieht man sich zudem den Faktorisierungsopera-
tor genauer an, vgl. Unterabschnitt 2.2.2 bzw. Unterabschnitt 2.2.4, so kann man die
in [20] bewiesene Kompaktheitseigenschaft fiir beliebige separable Banachrdume zeigen,
sodass aus analytischer Sicht bis auf die Separabilitéit jegliche Annahmen an E entfallen
konnen.

Eine andere Sichtweise auf Martingallosungen in Banachrdumen offeriert der Artikel
[38] von EGBERT DETTWEILER. Martingallosungen wurden ebenfalls von REMIGIIUS
MikuLEvIciUs und Boris L’'vovi¢ Rozovskly in [91, 92] betrachtet.

Eine ausfiihrliche Behandlung von Losungskonzepten stochastischer Evolutionsgleichun-
gen und dem Thema Martingallésungen in Banachrdumen vom Martingaltyp 2 findet
man in der Dissertation [104] von MARTIN ONDREJAT.

Da Stetigkeit der rechten Seite bereits fiir deterministische Gleichungen in unendlichdi-
mensionalen Banachrdumen nicht hinreichend fiir die Existenz von Losungen ist, siehe
[14, 16, 52], bendtigt man natiirlich im stochastischen Fall auch zusétzliche Annahmen,
beispielsweise Kompaktheits- oder Monotonieannahmen.

Fiir Hilbertrdume gelang es MICHEL VIOT in [135, 136, 137] bzw. MICHEL METIVIER
und MICHEL VIOT in [90] in Anlehnung an deterministische Theorien sowohl unter
gewissen Kompaktheits- als auch unter gewissen Monotonieannahmen die Existenz von
Martingallosungen in Hilbertrdumen zu zeigen. Das Vorgehen sah dabei so aus, dass sie
eine Folge von approximativen Losungen definierten, dann zeigten, dass diese Folge in
einem geeigneten Raum straff ist, und sich schliefllich davon {iberzeugten, dass der damit
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4.1 FEinleitung

existierende Grenzwert einer Teilfolge eine gesuchte Losung ist.

Ein in groben Ziigen dhnlicher Weg wird auch in diesem Kapitel unter geeigneten Kom-
paktheitsannahmen beschritten.

Da wir im Folgenden Ergebnisse aus [20] iiber stochastische Gleichungen der Gestalt
(4.1.1) verallgemeinern wollen, stellen wir diese Ergebnisse kurz vor.

In dem eingangs erwihnten Artikel [20] wird unter den folgenden Voraussetzungen:

e F hat die UMD-Eigenschaft und ist vom Rademachertyp 2,
e A ist ein dicht definierter, sektorieller Operator in F,

e —A hat beschrinkte imaginére Potenzen, d.h. es existieren K > 0 und 6 < 7 so,
dass '
I(=A)"|| < K™, s eR,

e es existiert ein Banachraum E; und ein o € (0, 1) mit

D((-A)?) — E, — E

fir & € (0,3 — o) so, dass die Halbgruppe (S(t))>0 auf E; eine stark stetige
Halbgruppe ist und die Einbettung D((—A)°) — E, kompakt ist,

e fiir cin o € (0, 3) ist die Abbildung (—A)™7B : [0,00) x E; — v(H, E) beschrénkt,
messbar beziiglich der ersten und stetig beziiglich der zweiten Variable und

e fiir ein 3 < 1 ist die Abbildung (—A)™PF : [0,00) x £} — E messbar beziiglich
der ersten und stetig beziiglich der zweiten Variable und beschrankt!

der folgende Satz bewiesen.

Satz 4.1.2 (|20, Theorem 4.5]). Es gelten die vorstehenden Voraussetzungen, dann exis-
tiert fiir jedes x € Ey eine stetige milde Martingallosung von (4.1.1).

Auf die Beschrianktheit von F' kann man verzichten, wenn man stattdessen fordert:

e die Abbildung F' : [0,00) x F; — Fj ist stark messbar beziiglich der ersten Variable,
stetig beziiglich der zweiten und es existieren k£ € R und eine wachsende Funktion
a: Ry — Ry mit limy_ a(t) = oo so, dass fiir jedes z € D(A), y € Eyund t > 0
gilt

<—AZL‘ + F(ta T+ y)) Z) < a(HyHEl) - k||x||E1 Vze a”ZEHEU
wobel |||z, := {2 € (E1)'| (¢, x) = |[z[|g, und [|2'[[(z,) < 1}.

Dann hat man

Satz 4.1.3 (|20, Theorem 4.6]). Unter den gednderten vorstehenden Voraussetzungen
existiert eine stetige milde Martingallosung von (4.1.1).

!Die Stetigkeit fehlt im Original, ist nach Ansicht des Autors aber notwendig.
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4 Martingallosungen stochastischer autonomer Evolutionsgleichungen

Das dabei verwendete stochastische Integral in Banachrdumen vom Martingaltyp 2
wird nun durch das stochastische Integral in Banachrdumen mit UMD- bzw- UMD~ -
Eigenschaft ersetzt, wodurch man sich der Voraussetzung, dass £ Rademachertyp 2 hat,
entledigen kann.

Zunéchst widmen wir uns eingehender den fiir Probleme der Art (4.1.1) existierenden
Losungsbegriffen.

4.2 Verschiedene Losungsbegriffe

Als Losungskonzept betrachten wir diesmal

Definition 4.2.1. Es seien E ein Banachraum mit UMD~ -FEigenschaft, (A, D(A)) Er-
zeuger einer stark stetigen Halbgruppe (S(t))i>o auf E, F : [0,00) x Fy — E und
B :[0,00)x By — B(H, E). Dann heif$t ein Tupel {(2, F,P), (Ft)i=0, W, (u(t))co}

bei dem Wy ein H-zylindrischer (F;)io- Wienerprozess ist,

1. milde Martingallosung von (4.1.1) auf [0,T], falls w ein (F;)icjo,r)-progressiv mess-
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barer FEi-wertiger stochastischer Prozess ist, fir jedes t € [0,T] die Abbildung
[(s,w) — S(t — s)F(s,u(s,w))] ein Element von Ly($2; L1(0,t; E)) definiert und
[(s,w) — S(t — s)B(s,u(s,w))] ein Element von Lo (§2; ’y(Lg(O t;H),F)) dar-
stellt und aufSerdem P-fast sicher fiir jedes t € [0,T] gilt

u(t) = uo—i-/St—s (s,u(s))ds

+/ (t - $)B(s, u(s)) Wi (s).

0

schwache Martingallosung von (4.1.1) auf [0,T], falls u ein (Fi)icio.1-progressiv
messbarer Ey-wertiger stochastischer Prozess ist, fir jedest € [0,T] und jedes x' €
D(A") die Abbildungen [(s,w) — (', F(s,u(s,w)))] und [(s,w) — (A2 u(s,w))]
Elemente von Ly(S2; L1(0,t)) definieren sowie [(s,w) — B(s,u(s,w))'z’] ein Ele-
ment von Loz (Q; Ly(0,t; H)) darstellt und auferdem fir jedes ' € D(A’") und
P-fast sicher fiir jedes t € [0,T] gilt

(' u(t)) = <a:’,x0)+/0<A’x’,u(s)>ds
—l—/o (a:',F(s,u(s)))ds—i—/o B(s,u(s))' 2" dWg(s).

mittlere Martingallosung von (4.1.1) auf [0,T], falls u ein (F;)ico,r)-progressiv
messbarer F- wertzger stochastischer Prozess ist, P-fast sicher fiir jedes t € [0,T]
das Zufallselement f s)ds Werte in D(A) annimmt, fiir jedest € [0,T] die Ab-
bildung [(s,w) — F(s, u(s w))] ein Element von Ly($2; L1(0,t; E)) definiert sowie
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die Abbildung [(s,w) — B(s,u(s,w))] ein Element von Loz (Q;v(Ls(0,t; H), E))
darstellt und auflerdem P-fast sicher fir jedes t € [0,T)] gilt

u(t) :u0+A/0tu(s) ds+/OtF(s,u(s))ds+/0tB(s,u(s))dWH(s).

4. starke Martingallosung von (4.1.1) auf [0,T], falls u ein (F;)icpo1)-progressiv mess-
barer D(A)-wertiger stochastischer Prozess ist, fir jedest € [0,T] durch die Abbil-
dung [(s,w) — B(s,u(s,w))] ein Element von Lo £ (2;v(L2(0,t; H), E)) dargestellt
wird sowie die Abbildung [(s,w) — F(s,u(s,w))] ein Element von Ly($2; L1(0,¢; E))
definiert und auflerdem P-fast sicher fiir jedes t € [0,T] gilt

u(t):ug—l—/OtAu(s) ds—l—/OtF(s,u(s))ds+/OtB(s,u(s))dWH(s).

Dann gelten &hnliche Beziehungen zwischen den verschiedenen Losungen wie im Ab-
schnitt 3.2 und wir haben

Satz 4.2.2. Es seien E ein separabler Banachraum mit UMD~ -FEigenschaft, (A, D(A))
Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe (S(t))io auf E, F : [0,00) X By — E und
B: [0,00) x Ey — B(H, E) fiir D(A) C Ey C E. Dann gilt:

1. Ist durch das Tupel {(2, F,P), (Fi)iz0, W, (u(t))icjo,n } eine schwache Martingal-
losung von (4.1.1) auf [0, T] gegeben und ist [(s,w) — F(s,u(s,w))] ein Element
von Lo(2; L1(0,T; E)) sowie entweder w € Ly, (2;v(0,T; E)) fir ein p € (1,00)
oder u € L, 7 (2;7(0,T; E)) fiir ein p € {0,1} und E ist reflexiv, so ist durch das
Tupel {(2, F,P), (Fi)i=0. W, (u(t))icjor)} auch eine milde Martingallosung von
(4.1.1) auf [0,T] gegeben.

2. Ist das Tupel {(Q, F,P), (Fi)tz0, W, (u(t))ecpo,m} eine milde Martingallosung von
(4.1.1) auf [0,T], gilt P-fast sicher fir jedes ' € E' [s — (2, F(s,u(s)))] €
Li(0,T) und [s — B(s,u(s))'z'] € Loz (Q x (0,T); H), so ist das betrachtete
Tupel auch eine schwache Martingallésung von (4.1.1) auf [0,T].

Beweis: Eine allgemeine Bemerkung vorweg: angenommen wir haben einen stetigen
Operator T' von einem reflexiven Banachraum E nach E gegeben, dann konvergiert
aufgrund der Reflexivitit von E die Folge (T "2 Jnen schwach in E', fiir jede Folge
(2] )nen C E', welche beziiglich o(E’, E)-konvergiert. Nach einem Satz von Mazur, siehe
Theorem 2 auf Seite 120 in [146], existiert dann eine Folge (y/,)nen von Konvexkombina-
tionen von (' )nen 50, dass 7'y in E’ konvergiert. Fiir p € (1, 00) wird dies auf stochas-
tische Prozesse @ : [0,7] x 2 — B(H, E) angewendet, welche dual in L, (€; Ly(0,7; H))
liegen.
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4 Martingallosungen stochastischer autonomer Evolutionsgleichungen

1. Sei {(Q2, F,P), (Ft)iz0, Wi, (u(t))scpm} eine schwache Martingallosung. Fiir eine
beliebige stetig differenzierbare Funktion f: [0,7] — R gilt P-fast sicher

[f@@w@ws

= <$'auO>(f(t)—f(0))+f(t)/<A’l”aU(T)>d7"—/0 f(s){A'x' u(s)) ds

+ﬂ®ACﬁF@m&dei/f@MﬂFQWSMds
+fu)43%nu< o AW /’f & AW,

bzw. zusammengefasst P-fast sicher
[ Featatds = o u) - 50w
—fﬂ@@%ﬁﬂ%—l?@@f@wwws
/ r V! AW (r).

Definieren wir nun g(t) := f(t) ® 2/, so erhalten wir

mmwm:=@@w@1£wm+AM$wmw
—A@@me@»@—LBmmmmmM@m.

Ist f € C?([0,t]), so liegt g = f ® 2’ in C*([0,t]; E') N C'([0,t]; D(A")). Ist nun ¢
ein beliebiges Element von C?([0,t]; E') N C([0,t]; D(A)), so existiert eine Folge
(gn)nen C C*([0,t]; E') N C([0,t]; D(A")) von der speziellen obigen Gestalt mit
g = lim,, . g,. Dann gilt zunéchst P-fast sicher

(9(t),u(t)) = lim (gn(t), u(t)) und (g(0),u(0)) = lim (g,(0),u(0)).

n—oo n—oo

Auflerdem haben wir P-fast sicher in L;(0,t)

(g,u) = lim {g,,u) sowie (A'g,u)= lim (A'gmu>

n—oo

und dank der Voraussetzung an F' auch P-fast sicher in L;(0, t)

<g>F<'>u)> = lim <gn7F('7u)>'

n—oo
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Dann zeigt obige Gleichheit, dass (fot B(s,u(s)) gn(s) AWg($))nen eine Cauchyfolge
in Lo(Q2) ist. Anwendung der Proposition 17.6 aus [62] zeigt schlieBlich, dass P-fast
sicher gilt

t

/0 B(s,u(s))'g(s)dWy(s) = lim [ B(s,u(s)) gn(s) dWg(s).

n—oo 0

Damit gilt obige Gleichheit fiir beliebiges g € C*([0,¢]; E') N C([0,¢]; D(A")).
Somit gilt fiir jedes 2’ € D((A®)?) P-fast sicher

(' u(t)) = (@', S(t)ug) + /0 (', S(t — s)F(s,u(s)))ds
—i—/o B(s,u(s))'S(t — s)'z" dWy(s),

indem wir g(s) := S(t — s)'«’ wihlen.

Gilt p € (1,00), so finden wir wegen der o(E’, E)-Folgendichtheit von D((A®)?)
und der Voriiberlegungen zu jedem 2’ € E’ eine Folge (Y} )neny € E' mit 2/ =
lim,, o ¥, beziiglich o(E', E) und (S(t —-)B(-,u))'z" = lim,, o (S(t —-)B(-,u)) 'y,
in dem Raum L,(€; L2(0,¢; H)). Dies impliziert zusammen mit der Burkholder-
Davis-Gundy-Ungleichung in L,(2) die folgende Gleichheit

(@, u(t)) = lim (y,, u(t))

n—oo

=t (U Se)un) + [ (e = 9F (s, (o) ds
+/O B(s,u(s))'S(t — s)'y,, dWH(s))
= (2, S(t)ugp) + /0 (', S(t — s)F(s,u(s)))ds

T / B(s,u(s))'S(t — s)'a’ dWi(s).

Ist E reflexiv, so ist D((A®)?) sogar normdicht in £’ und wir erhalten ebenfalls
die obige Gleichheit fiir beliebiges 2’ € E’.

Da nach Voraussetzung u(t) — S(t)ug — fot S(t—s)F(s,u(s))ds € Ly(Q2; E) gilt, ist
[(s,w) — S(t—s)B(s,u(s,w))] nach Definition stochastisch integrierbar und somit

u(t) = S(t)ug + /0 S(t—s)F(s,u(s))ds + /0 S(t — s)B(s,u(s)) dWg(s)

P-fast sicher fiir jedes ¢ € [0, T7.
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2. Sei {(Q, F,P), (Ft)e=0, Wi, (u(t))icor)} eine milde Martingallosung.

Nun wihlen wir ein 2/ € D(A’) und ein ¢t € [0, T]. Dann gilt P-fast sicher fur jedes
s € [0,1]

(Ao u(s) = (Aa', S(s)ug) + (A, / " S(s — r)F(r,u(r)) dr)

—I—<A’x',/ S(s —r)B(r,u(r)) dWg(r)).
0
Dies impliziert zunéchst

/O(A'a:',S(s)uo) ds = /O<S'(5)A'x’,u0) ds
= (2, S(t)up) — (2',up)

und
/0 A, /0 " S(s — ) F(ru(r) dr) ds
_ / t / A S (s — 1)V F(ru(r) dr ds
_ // (A’ S(s — r)F(r,u(r))) ds dr
- <x,/0 S(t — r)F(r,u(r)) dr) — /O(x’,F(r,u(r))dr

S—T

[
3
[

/ (s = 1) B(r,u(r) dWi(r) ds
/ (r,u(r))'S(s —r) A'e’ AWy (r) ds
/ (r,u(r — Y A'z' ds dWy(r)
/Os(t—r)B( u(r)) dWi (r)) — /OtB(T,u(r))’x/dWH(r)

= <x?

Zusammengesetzt ergibt sich somit
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4.2 Verschiedene Losungsbegriffe

/Ot(A’x’,u(s»ds _— /OtS(t—r)B(r,u(r))dWH(r)
7, /0 St = PV F(r u(r)) dr + (o, S(E)ug) — (&' )
- /0 (@, Py () dr — /O B ulr))s dWa(r)
—(u(t)) — (o) — /Ot@', F(r,u(r)) dr
- /0 B, u(r)s! dWa ().

]

Bemerkung 4.2.3. Groffe Teile des obigen Beweises gehen zuriick auf Ideen von MARK
C. VERAAR.

Satz 4.2.4. Es seien E ein separabler Banachraum mit UMD~ -FEigenschaft, (A, D(A))
Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe (S(t))i>o auf E, F : [0,00) X By — E und
B: [0,00) x Ey — B(H, E) fir D(A) C Ey C E. Dann gilt:

1. Ist {(,F,P), (Fo)iz0, Wi, (u(t) )icjor)} eine starke Martingallosung von (4.1.1)
auf [0,T], so ist {(2,F,P), (Fi)i=0, W, (u(t))icjor)} auch eine mittlere Martin-
gallosung von (4.1.1) auf [0,T].

2. Ist {(, F,P), (Fi)iz0, Wa, (u(t) )ecjor } eine mittlere Martingallosung von (4.1.1)
auf [0,T], so ist {(Q, F,P), (Fi)ez0, W, (u(t))icio,n} auch eine milde Martingal-
losung von (4.1.1) auf [0,T].

3. Ist {(Q, F,P), (Ft)ez0, Wi, (u(t))icpm } eine milde Martingallosung von (4.1.1) auf
[0,T], ist die Abbildung [(s,w) — B(s,u(s,w))] auf [0,T] stochastisch integrier-
bar beziglich Wy und gehért [s — F(s,u(s))] P-fast sicher zu L,(0,T; E), so ist
durch {(2, F,P), (Ft)i>0, Wa, (u [

(4.1.1) auf [0,T] gegeben.

(t))tcom} auch eine mittlere Martingallosung von

Beweis: Die Behauptungen der Teile 1. und 2. sind klar. Wenden wir uns also Teil 3.
zu. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte ug = 0. Nach dem Satz 1.7.16 gilt dann
P-fast sicher fiir jedes t € [0, T]

/Otu(s) ds = /t /8 S(s —r)F(r,u(r))drds+/t /8 S(s —r)B(r,u(r)) dWg(r) ds
:// s — 1) F(r,u(r dsdr+// s = 1)Blr ) ds dWio),

= <I>1(r) )
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Sowohl ®; als auch ®, nimmt Werte in D(A) an und man hat P-fast sicher
Ay (r) = S(t = r)F(r,u(r)) = F(r,u(r))

und

Ady(r) = S(t —r)B(r,u(r)) — B(r,u(r)).

Nach Voraussetzung ist A®; iiber (0,t) integrierbar und A®, {iber (0,t) stochastisch
integrierbar beziiglich Wy. Also gilt P-fast sicher fir jedes t € [0, 7]

A/Otu(s) ds = /OtS(t —7)F(r,u(r)) dr + /OtS(t —1)B(r,u(r)) dWg(r)
_ /Ot F(r,u(r) dr — /Ot B, u(r)) dWi ()
— () — /0 F(ru(r)) dr — /O " Blru(r) dWa(r).

]

Da hier die Wahl des Wahrscheinlichkeitsraums zur Losung gehort, muss dies auch fiir
Eindeutigkeitsfragen beriicksichtigt werden.

Definition 4.2.5. Es seien E ein separabler Banachraum mit UMD~ -FEigenschaft und
uy € Ey fir By C E. Das Martingalproblem (4.1.1) zum Anfangswert ug heifst dann
eindeutig mild bzw. schwach losbar in Verteilung auf [0, T, falls fiir milde bzw. schwache

Martingallb’sungen {(, Fi, Py), (ft(z))tzo,
Wi, (wi(t))iepm . i = 1,2, auf (E",Bo(E")) gilt:

Vn €NV, ... b, €[0,T]: pH Gl _ pluali).ulin)),

Bemerkung 4.2.6. Es gibt noch weitere Eindeutigkeitsbegriffe. Auf ihre Definition und
Interdependenzen geht die Arbeit [105] von MARTIN ONDREJAT ndher ein.

4.3 Allgemeine Existenz- und Regularitatsresultate

Fiir den folgenden Abschnitt sei (A, D(A)) Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe
(S(t))t>0 auf einem separablen Banachraum E. Wie im Kapitel 3 soll auch hier die
Faktorisierungsmethode zum Einsatz kommen, allerdings ist diesmal der stochastische
Term wesentlich komplizierter aufgebaut.

Unser Ziel ist es nun, Regularitdtsaussagen iiber den stochastischen Prozess

(/ot S(t = 5)B(s, uls)) dWH(s))

te[0,7

zu erhalten.
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Wiederum kénnen wir die angesprochene Faktorisierungsmethode wie folgt verwenden

sin(ma)

AAﬂt—sﬂ%aU@»dth)zm (RaYa)(0).

T
wobel wiederum

wnxwzéa—$“%w—@ﬂ@w

fiir geeignete Funktionen f und nun

Yo(t) := /0 (t—s5)"*S(t —s)B(s,u(s)) dWg(s).

Mit Hilfe des im Unterabschnitt 1.7.2 eingefiihrten stochastischen Integrals fiir zufallige
Integranden erhalten wir fiir die Wohldefiniertheit von Y, die folgende Bedingung:

E([[[s = (t = 5)"*S(t = 5)B(s, w(s))50,41,5)) < o

fiir ein p € (1,00). Um die p-Abhéngigkeit zu umgehen, kénnen wir zu der folgenden
stirkeren Bedingung iibergehen:

Vwe Q\N, PN)=0: I[s — (t —s)"*S(t — s)B(s, u(s,w))]|ly0me < C < oo,
also, da wir uns fiir pfadstetige u interessieren,

Vo e C(0,TEE): s (t — ) St — )B(s, 9()l o) < C < o0,

Die in der Einleitung angegebene Bedingung an die Abbildung B : [0,00)x E; — v(H, E)
ist dann eine auf Banachrdume vom Rademachertyp 2 maflgeschneiderte Forderung. Sie
impliziert, dass fiir beliebiges a € (0, 3) gilt

A:MHA<r—@ﬂsu—@3@#wdeh@m%ﬁ<un Vo € Bo([0,T): E).

wobei Boy([0,T]; E1) die beschrénkten, borelmessbaren Funktionen von [0,7] nach E,
bezeichnet. Die Notwendigkeit den Rahmen stetiger Funktionen zu verlassen, ergibt sich
dabei aus der gewéhlten Beweismethode fiir die Existenzsétze, welche mit im Allgemei-
nen unstetigen Diskretisierungen arbeitet.

Daran erkennen wir, dass wir im hier behandelten Fall fiir stetiges B : [0,00) x E; —
B(H, E) mit folgender Bedingung arbeiten kénnen, vgl. mit der Bedingung (2.3.2),

(4.3.1) sp sup (=) S = VB o) o < Kp < oo

t€[0,T] p€Boy([0,t];E1)
Bemerkung 4.3.1. Die Stetigkeit von B sorgt dafir, dass (t—-)~“S(t—-)B(-, ¢(+)) die
fiir die Zugehirigkeit zu v(0,t; H, E) notwendigen Messbarkeitsvoraussetzungen erfillt.
Die verbleibenden Endlichkeitsforderungen fir die Zugehérigkeit zu v(0,t; H, E') sollen
dann als implizit enthalten in der Bedingung (4.3.1) aufgefasst werden.
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Als Verallgemeinerung des Satzes 3.4.2 erhalten wir dann

Satz 4.3.2. Es sei (A, D(A)) Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe (S(t))i>o auf ei-
nem separablen Banachraum E mit UMD~ -Figenschaft, (0, F,P, (F;)i0) ein filtrierter
Wahrscheinlichkeitsraum, dessen Filtration den Bedingungen aus dem entsprechenden
Teil des Unterabschnitts 1.7.2 genige, Wy ein (Fy)iso-zylindrischer Wienerprozess und
O : [0,7] x Q — B(H, E) ein H-stark (Fi)i>o-progressiv messbarer stochastischer Pro-

2ess.
Gilt fir ein T > 0 und ein a € (0, %)

(4.3.2) C:= s[up] |[s = (t = 5)"*S(t = 5)P(5)]||5(0,1, ) < 0,
te[0,T

so hat der stochastische Prozess

([ st dWH<s>)te[OvT]

eine Modifikation mit stetigen Pfaden.

Beweis: Die Bedingung (4.3.2) ermoglicht es, fiir jedes ¢ € [0,7] den stochastischen
Prozess

t
Yo (t) == / (t—3s)"*S(t — s)P(s) dWg(s)
0
zu definieren mit der folgenden Abschétzung fiir beliebiges p € (1, 00)

/ CE(Ya()I7) dt < C'T.

Mit Hilfe des Kriteriums 1.7.6 erkennt man zudem, dass der stochastische Prozess

( /0 t S(t — s)d(s) dWH(s))te[Qﬂ

wohldefiniert ist. Nun gilt P-fast sicher fiir jedes ¢ € [0, T

/0 St — 8)D(s) AWy (s) = (RaYa)(t)

und die Behauptung folgt aus dem Lemma 2.2.1 auf dhnliche Art und Weise wie im
Beweis des Satzes 3.4.2. O

Dass wir Bedingung (4.3.1) als Verallgemeinerung der Bedingungen aus [20] interpretie-
ren konnen, zeigt das folgende Beispiel.
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Beispiel 4.3.3. Es sei E ein Banachraum vom Rademachertyp 2. Auflerdem sei B :
[0,00) x Ey — v(H, E) stetig und beschrdankt mit Schranke Cg. Fir beliebiges t € [0, T
und ¢ € Boy([0,t]; E1) ist dann (t — -)~*S(t — )B(-,¢(:)) H-stark messbar und fir
beliebiges «' € E' gehort (t — )~ *(S(t — )B(-,¢(+))) @’ zu Ly(0,t; H). Dies zeigt, dass
die fiir die Zugehorigkeit zu ~(0,t; H, E) wesentlichen Messbarkeitsforderungen erfillt
sind und lediglich noch Endlichkeitsforderungen zu erfiillen sind, welche implizit in den
nachfolgenden Rechnungen gezeigt werden. Dann ist die Bedingung (4.3.1) fiir beliebiges
o € (0, 3) erfillt, denn nach Lemma 1.6.5 gilt

sup sup |t — )78 (t = ) B 0O (ao.m0),5)

te[0,T] w€Boy ([0,8];Er)

Typ 2

< C122 sup sup ||(t - ‘)7(15(15 - )B(a 90<'))||2L2(0,t;'y(H,E))
t€[0,T] ¢€Boy([0,t];E1)

t
< Cswp [SOIP) s sup / (t — 5)2 | B(s, ()]s ds
t€[0,T)] te[0,T] p€Bop([0,t];E1) JO

t
< Ci(sup ||S(1)]|*)C% sup /(t—s)_zad3< 0.
1J0

te[0,T] t€[0,T

Bevor wir in allgemeineren Banachrdumen Beispiele angeben, wann diese Bedingung
erfiillt ist, wenden wir uns zunéchst der Frage zu, wie man die Inhomogenititen in
Beispielen modellieren kann.
Waren wir im Unterabschnitt 3.5.3 an lipschitzstetigen Inhomogenitéten interessiert, so
begniigen wir uns jetzt mit ihrer Stetigkeit.
Ist G C R™ ein Gebiet, so induziert nach Theorem 3.1 und Theorem 3.7 aus [8] eine
Funktion b : G x R — R eine stetige Abbildung B : L,(G) — L,(G), wenn b eine
Carathéodory-Funktion ist und es zudem eine Funktion a, € L,(G) und eine Konstante
Cp > 0 gibt mit

b(z, y)| < ap(z) + Colyl  V(z,y) € G X R.

Unter Beachtung der Bemerkungen zu Nemyckij-Operatoren im Unterabschnitt 3.5.3
haben wir

Beispiel 4.3.4. Es sei p € [1,00), G C R" ein beschrinktes Gebiet, E = Ey, = L,(G),
H = 02 und (by)ren eine Folge von Carathéodory-Funktionen auf G x R mit

b (2, y)| < C fiir beliebige x € G und y € R

fiir jedes k € N und (Cy)ren € €2. Aufgrund der Beschrinktheit von G definiert dann jede
Funktion by nach obigen Voriberlegungen eine stetige Abbildung By, : L,(G) — L,(G)
vermittels (By(f))(x) := bp(x, f(x)). Fiir jedes k € N gilt dann || By(f)||z,c) < Ck. Wir
definieren nun
5. { E — B(H,E)
Lo e 20 (her)n Bi(f)]-
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Die Abschdtzung

1B(f)rlle < [[hllal(Be(f))renllez)
< |[RllEll(Cr)renlle
zeigt, dass B(f) in B(H,E) liegt fir jedes f € E. Fine dhnliche Abschdtzung unter
Zuhilfenahme des Satzes von Lebesque beweist die Stetigkeit der Abbildung B. Dann ist
die Bedingung (4.3.1) fiir jedes T > 0 und jedes o € (0,3) mit der vom Nulloperator
erzeugten Halbgruppe erfillt, denn fir beliebiges t € [0,T] und ¢ € Boy([0,t]; E) gilt
nach der Hinéin-Kahane-Ungleichung, siehe (1.6.2):

1
2

1t =) Ble() o = ( Hngz/ (t—s) aB(w(S))ekfz(S)dSH%)>

p

< K( ||ng / (t—s) aB<so<s>>ekfl<s>ds||%>)

Aufgrund der speziellen Wahl E = Ey = LP(G) erhalten wir weiter

- (/ /| pIEC / (t—s) bk<x,so<s,x>>fl<s>ds|pde<dw>>

B =

= K,,C, /(Z|/ (t —s) abk(x,go(s,x))fl(s)d8|2) de |

wobei Cp, = (E(] g1, 1|p)) Schlieflich gelangen wir zu

[NJiS)

= 5G| [ (E DI nte <-,x>>,fl>|2) &

= K,,C, /G ZHt_ )" “br(z 90<'737)>”%2(0,t)> dx

= Ky,C / Z/ (t—s) 2a|bk (S,x))|2ds> dzx
G

[S4S)

e e / _2adr> AMG)? < oo
k 0

Ist man an Nemyckij-Operatoren von W (G) nach L,(G) fiir ein beschriinktes, glattes®
Gebiet G C R” interessiert, so gilt nach Lemma 9.5 in [8]: Essei b: G x R x R* — R

2Die Glattheit ist hier lediglich vonnoten, um sich Sobolev’scher Einbettungssitze zu bedienen; z.B.
ist die gleichméfige Kegelbedingung eine hinreichende Glattheitsbedingung, siehe z.B. [141].
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eine Carathéodory-Funktion, dann wird durch
(B(f)(x) = b(z, f(z), Vf(z))
eine beschrinkte, stetige Abbildung von W, (G) nach L,(G) definiert, falls

1. p <n und fiir ein a € L,(G) und b, ¢ > 0 gilt

b(x,y.2)| < alx) + bly|77 + |z,

2. p=mnund fir ein a € L,(G), b, ¢ > 0 und beliebiges r > 1 gilt

b(z,y, 2)| < a(z) +bly|» + ¢z,

3. p>nund fir ein a € L,(G), ein b € C(R) und ein ¢ > 0 gilt

[b(z,y, 2)| < b(y)(a(z) + c|z]).

Dann haben wir

Beispiel 4.3.5. Es sei p € [1,00), G C R™ ein beschrinktes, glattes Gebiet, E =
L,(GQ), By = WHG), H = (* und (bg)ren eine Folge von Carathéodory-Funktionen auf

p

G xR x R™ mit

fiir jedes k € N und (Cy)ren € (2. Aufgrund der Beschrinktheit von G definiert dann
jede Funktion by nach obigen Voriiberleqgungen eine stetige, beschrinkte Abbildung Bj,
von W, (G) nach L,(G) vermittels (Bi(f))(z) := bi(x, f(z)). Wir definieren nun

| E — B(H,E)
B'{ o e 30 (he) uBi(f)]-

Die Abschdtzung

I1B(UHhle < NAllall(Be(f)renllem)

zeigt, dass B(f) in B(H, E) liegt fir jedes f € E. Eine dhnliche Abschdtzung unter
Zuhilfenahme des Satzes von Lebesque beweist die Stetigkeit der Abbildung B. Dann ist
die Bedingung (4.53.1) fiir jedes T > 0 und jedes o € (0, %) mit der vom Nulloperator
erzeugten Halbgruppe erfillt, denn fiir beliebiges t € [0, T] hat man analog zum vorherigen
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Beispiel:

1 =)™ B o042

= ( Hngz/ (t—s) “B(SO(S))ekfz(S)d8||2E))
< ||ngz/ (t—s)"*Ble(s))erfi(s )d8||%)>
— (//\ngz / (t—s)” abk(x,cp(s,x),Vgp(s,x))fl(s)d5|pd:cP(dw)>

ya
2

(SIS

P

IN

B =

3=

= Ky,C, /<Z|/ (t —s) O‘bk(x,gp(s,x),VgD(s,x))fl(s)ds|2> dx
= K5,y / (ZZ! ((t =)kl (-, :v>,w<s,x>>,fl>2>gdx %
— K,,C, /(Zﬂt— “oby(z (-@),Vgp(s,x))%2(07”)56& %

= Ky,G L(Zk:/;(ts)QQbk(wyso(s,x),W(s,x))2d8>§dx %

D
2

t
< KpCy | ) CF /O r‘zo‘dr> AMG)? < .
k

Bemerkung 4.3.6. Fir Inhomogenititen, welche zudem noch von t € [0,00) abhdngen
sollen, kann man dhnlich verfahren, indem man beispielsweise Stetigkeit beziiglich t vor-
aussetzt.

Im zu betrachtenden Fall erweisen sich die folgenden Bedingungen als niitzlich:

(H1) Die Abbildung
B [0,00) x E — B(H, E)

ist stetig und erfiillt die Bedingung

(DBo,a) sup  sup [[(t—)7S(t = )B(, 0()lhopmm) < Kp < 0.
te[0,T] o€ Bop([0,t];E)

fiir ein o € (0, 1).
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(H2) Der Operator R, gehort zu KC(L,([0,T]; E),C([0,T]; E)) fiir alle ¢ € (1,00) und
a € (1]
q

(H3) Die Abbildung
F:[0,0)x E— FE
ist stark messbar beziiglich der ersten, stetig beziiglich der zweiten Variable und
beschrankt mit Schranke C.

Die abstrakte Bedingung (H2) ist Gegenstand des Unterabschnitts 2.2.2.
Dann gilt

Satz 4.3.7. FEs sei E ein separabler Banachraum mit UMD~ -Figenschaft. Der lineare
Operator (A, D(A)) sei Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe (S(t))i>0 auf E und die
Bedingungen (H1) bis (H3) seien erfillt. Dann ezistiert fir jedes ug € E eine stetige
schwache Martingallosung des Problems (4.1.1) auf [0,T], welche zugleich stetige milde
Martingallosung ist.

Beweis: Der Beweis teilt sich in drei Schritte auf; sei 7' > 0 wie in Bedingung (H1).

1. Approximation
Wir wéhlen einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P, (F;)i>0) aus, auf
dem ein (F;)¢>o-adaptierter H-zylindrischer Wienerprozess Wy definiert ist und
dessen Filtration den Bedingungen aus [96] geniigt. Als Néchstes definieren wir fiir
jedes n € N induktiv einen (F}):ejo,r)-progressiv messbaren Prozess (i, (t)):c(o,1]
geméB ,(0) := up und

k—1 0+LT
Un(t) = S(t)qurlZ; /T S(t—s)B(s,ﬁn(g—Z))dWH(s)
+/t S(t — s)B(s, an(’;—f)) AW (s)
(4.3.3) e e ZT
+; . S(t = )F (s, () ds
+ :T S(t—s)F(s,ﬂn(Z—Z))ds

firt € [g—f, (kgi)T); dies ist wohldefiniert dank des Lemmas 1.7.6, der Stetigkeit von

B sowie F' und der Bedingung (D By, ). Definieren wir fiir n € N eine Hilfsfunktion

T = {05 BT
¥n t — 212:81 1[%7(l+1)T)(t)l2—’;[: )

om

so schreibt sich Gleichung (4.3.3) als
t
an(t) = S(t)uo +/ S(t— s)F(s,Un(en(s)))ds
0

+/0 S(t = 5)B(s, Un(@n(s))) dWg(s).
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Es gilt dann

B[ I aulons)I7d) < CHT < oo,

Da die Konstante Cr aufgrund der Bedingung (H3) nicht von n € N abhéngt,
kénnen wir zu jedem € > 0 ein a > 0 so finden, dass fiir jedes n € N und beliebiges
q € [1,00) gilt

(4.3.4) Pl fallyorimy) < a) 21—,
wobel fn(s) 1= F(s, tin(pn(s)))-
Dann definieren wir fiir jedes n € N einen stochastischen Prozess y,, geméaf3
t
Yn(t) ;:/ (t —5)""S5(t — 5)B(s, tn(pn(s))) dWr(s).
0

Dies ist wohldefiniert, da wegen des Satzes 1.7.14 und der Bedingung (DB ,) gilt

(4.3.5) sup /0 E(|lya(t)|[7) dt < (C~)?KLT < oo,

neN

Nun gilt

1= P(|[ynllz,0,13:8) > @)

q
Yn .
1_/||||Lﬂdp
Q

ad

P([|ynl Ly0,m8) < @)

Vv

> 1—a™? ilégEO‘ynH%q(O,T;E))'

Wegen (4.3.5) kénnen wir zu jedem € > 0 ein a > 0 so finden, dass fiir jedes n € N
gilt

(43.6) P(all 2,00 < @) 21—

. Straffheit der Approximation

Nach Voraussetzung ist nun die Abbildung R, : L,0,7;E) — C([0,T]; E)
kompakt fiir jedes ¢ mit ¢ € (é, 00), also ist Ra(ELq(()’T; #)(0,a)) fiir ein solches ¢
kompakt in C([0,7]; E) fir jedes a > 0. Somit existiert nach dem Lemma 1.8.1

und den Ungleichungen (4.3.6) und (4.3.4) zu jedem e > 0 eine kompakte Menge
K C C([0,T]; E) so, dass fiir jedes n € N gilt

PS(')UO‘Flen‘FwRal}n(K) 2 1 — €,
also ist die auf (C([0, T]; E), Bo(C([0,T7]; E)) definierte Familie von Wahrschein-
lichkeitsmafien (IP’S(')“OJ“le"erRQy")nGN straff. Setzen wir nun

sin(mav)

un(t) 1= S(t)uo + (Rufu)(t) +

(Rayn) (1),
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so gilt P-fast sicher fiir jedes ¢ > 0, analog zu dem Beweis von (3.4.1),

Da die Verteilungen von (uy, )nen straff auf C([0, T]; E) sind, existiert nach dem Satz
1.8.2 ein MaB p auf C([0,T]; E) und eine Teilfolge (uy, )ren so, dass (P* )y (Im
Sinn der Wahrscheinlichkeitstheorie) schwach gegen p konvergiert fiir k& — oo. Nach
dem Satz 1.8.3 existiert also ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), eine Folge von
Prozessen (Uy)keny und ein Prozess © so, dass u,, und 7 die gleiche Verteilung
besitzen, ¥ die Verteilung p besitzt und @, — o P-fast sicher in C([0,T7]; E) gilt.

. Identifizierung des Grenzwerts
Es gilt fiir jedes t € [0,7] und 2’ € D(A’)

(' u,(t)) = (x',u()}—i-/(](A'x’,un(s)}ds

(@', F(s,un(¢n(s)))) ds

B(s,un(pn(8))) " dWg(s).

<,
" / t
Also wird fiir 2/ € D(A’) durch
My(t)a" = (2’ un(t)) — (2, uo)
—/Ot(A':E',un(s»ds—/Ot(x’,F(s,un(gon(s))))ds

ein D(A’)-zylindrisches stetiges Lo-Martingal M,z beziiglich (F;)cjo,r) definiert,
sodass fir jedes ' € D(A’) gilt

(M, = / 1B(s, un(ipn(s))'2 | ds,

wobei [-]; die quadratische Variation an der Stelle ¢ bezeichne. Ahnlich wie im
Beweis von 8.1 Theorem in [29] sieht man, dass fiir jedes ¢ € [0,7] und 2’ € D(A’)
durch

M,(t)z' = <x’,27tn(t))—<f,u0> ,
_ / (A2 5 (s)) ds — / (', F(s, 5u(pu(s))) ds

ein D(A’)-zylindrisches stetiges Ly-Martingal M,z beziiglich (F;™)scpo.r) definiert
wird, sodass fiir jedes 2’ € D(A’) gilt

W0 = [ B, n) oy s
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Dank der Voraussetzungen konvergiert die Folge (M2 )nen dann fiir jedes 2 €
D(A") in C([0,T]) P-fast sicher gegen

M)z == (2',0(t)) — (2, ug) — /0 (A2 0(s)) ds — /0 (', F(s,0(s)))ds.

Somit ist Ma' ein D(A’)-zylindrisches stetiges Lo-Martingal beziiglich (F7)sepo1
und fiir jedes ' € D(A’) gilt

[Ma'], = T}ij}}o[]\;fnx/]t
t

= lim [ ||B(s,n(pn(s)) | ds
0

t
= [ 1Bt ds.
0

Also existiert nach dem Satz 1.8.4 - ohne Beschrinkung der Allgemeinheit erfiille
der zugrundeliegende Wahrscheinlichkeitsraum bereits die zweite Bedingung, vgl.

Bemerkung 1.8.5 - ein (F);>o-adaptierter H-zylindrischer Wienerprozess Wy so,

dass fiir jedes 2’ € D(A’) P-fast sicher gilt:
t
M(t)x' = / B(s,0(s)) ' dWy(s).
0

Somit haben wir folgende Gleichheit fiir beliebiges 2/ € D(A’) P-fast sicher fiir
jedes t € [0, T

t
(@ 0(t)) = (2 u) + / (A'2! 0(s)) ds
t 0 t
—1—/ (', F(s,0(s))) ds +/ B(s,0(s)) 2" dWx(s),
0 0
d.h. wir haben eine schwache Martingallosung gefunden.
Nach dem Satz 4.2.2 ist dies auch eine milde Martingallosung fiir &7 = E.

]

Mo6chte man auch unbeschréankte Driftfunktionen F' zulassen, so bietet sich die folgende
Bedingung an:

(H4) Die Abbildung
F:0,00)xE— FE

ist stark messbar beziiglich der ersten, stetig beziiglich der zweiten Variable und
geniigt der Wachstumsabschétzung

[F(s2)[| < C(L+[lz]) Vs >0,2€kE.
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Unter dieser neuen Bedingung haben wir das folgende Existenzresultat.

Satz 4.3.8. Es sei E ein separabler Banachraum mit UMD -FEigenschaft. Der lineare
Operator (A, D(A)) sei Erzeuger einer stark stetigen Halbgruppe (S(t))i>0 auf E und die
Bedingungen (H1), (H2) und (H4) seien erfillt. Dann ezistiert fiir jedes ug € E eine
stetige schwache Martingallosung des Problems (4.1.1) auf [0, T], welche zugleich auch
stetige milde Martingallosung ist.

Beweis: Um mit dem Satz 4.3.7 arbeiten zu kénnen, definieren wir fiir jedes n € N eine
Funktion F), : [0,00) X E' — E geméf

[ F(s,z) falls ||z|| < n,
Fn(swr) T { F(S, LJ;), anderenfalls.

lll

Dann gilt fiir jedes n € N, jedes t > 0 und jedes y € E die Abschétzung
1E.(Ey)l < C(1+n).

Sei T' > 0 wie in der Bedingung (H1). Dann existieren geméf des Satzes 4.3.7 auf [0, T]
fiir jedes n € N stetige Martingallosungen

(s Frs Py (Frt)iz0s W, (@ (£))ecior)
zu folgender Gleichung

du,(t) = (AUL(t) + Fu(t, (1)) dt + B(t,un(t)) dW P (t)
ﬂn(O) = Ug.-

Nun definieren wir fiir jedes ¢t € [0, 7]

yn(t) = /0 (t — s)"*S(t — 5)B(s, Un(s)) AW (s)

und
T

lt) = s (Ran) 0

Ahnlich wie im Beweis des Satzes 4.3.7 sieht man, dass auch hier

T
(4.3.7) sup En / () [17d8) < o0
n>1 0

fiir beliebiges ¢ € [1,00) gilt. Also haben wir fiir ¢ € (£, o0)

q
T
(138)  swE(lonllborm) = (.( )supEn<r|RaynH‘é([o,T];E)>
n>1 n>1

sin(ma)

( : )qusupEn(/OTHyn(t)llth).

sin(ma) n>1
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Somit kénnen wir analog wie oben schlieflen, dass die Folge von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben (PU),en straff auf (C([0,T]; E), Bo(C([0,T]; E))) ist.

Fiir den Driftterm miissen wir mehr arbeiten. Zunéchst definieren wir eine Stoppzeit 7,
auf (Q,, Fr, P, (Frt)i>0) gemif

Tp(w) :=inf{t > 0 : |[w,(t,w)]| > n}

mit der Konvention inf () := T'. Dann gilt P,-fast sicher fiir jedes ¢ < 7,
t
[an(®)] < [1S(E)uoll +/0 15(t = 5)Fu(s, Un(s))]| ds

1 / S(t — $)B(s.10,(s)) AW (s)]

IN

(1 + / 1 Fu(s. ()] ds + lon(8)])
_ o0+ / VF (s, ()]l ds + on(®)])
< Gyl / C(1+ [[a(s)]]) ds + [[oa(®)])

t
< G+ @]+ [ ()] ds),
0
also nach dem Lemma 1.8.6 fiir ein Cy > 0 P,,-fast sicher

sup [|[@n(t)[| < Cu(1 + sup [loa(2)]])-
t<T

t<rp

Zudem gilt aufgrund der Pfadstetigkeit fiir » € R und beliebiges n € N mit n > r
{ sup ()| = r} ={ sup [[un(t)]| = r}.
0<t<my 0<t<T

Folglich haben wir fiir m € N mit m > C(1+ Cy), n € Nmit n > ™ — 1 und beliebiges
q € [, 00) wegen (4.3.7) und (4.3.8)

m
Pr(sup [ F(t T ()] 2 m) < Pa(suplfia()] = 5 = 1)
t<T t<T
< Pu(sup [T (1) = = — 1)
t<tp C
m_1
< Pu(sup lon(t)]| > “5— —1)
t<T Cy
1
—m 1 En(sup [lv.(2)|9).
(G- — D =T

Dies zeigt, dass wir zu jedem € > 0 ein m € N finden konnen, so dass fiir schliellich
jedes n € N gilt
PO (B0, (0,m)) < e.
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Wegen der Kompaktheit von R; ist dann die Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen
(Bl SCTIFCImEN sy straff auf (C([0,T]; E), Bo(C([0, T); E))).

Da auf dem Messraum (C([0,T7]; E),Bo(C([0,T]; E))) die Folge von Wahrscheinlich-
keitsmaf3en (IP’;S;(')UO)”GN straff ist, gilt selbiges auch fiir (P%),cn. Also existieren eine
Teilfolge (ng)ren, ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) und Zufallselemente u, u; mit
P = Pyi* mit ug — u P-fast sicher auf C([0,77]; E).

Der dritte Schritt, d.h. die Identifizierung des Grenzwerts, vollzieht sich analog zu dem
Vorgehen im Beweis des Satzes 4.3.7, da die Beschrianktheit von F' fiir diesen Schritt
dort nicht gebraucht wird. O]

Dies zieht folgendes Korollar nach sich.

Korollar 4.3.9. FEs sei E ein separabler Banachraum mit UMD~ -Figenschaft. Der Ope-
rator (A, D(A)) erzeuge eine sofort kompakte, stark stetige Halbgruppe (S(t))i>o auf E
und die Bedingungen (H1) und (H4) seien erfillt. Dann existiert fir jedes ug € E eine
stetige schwache Martingallésung des Problems (4.1.1) auf [0, T|, welche zugleich stetige
milde Martingallosung ist.

Beweis: Die Sofortkompaktheit impliziert nach der Proposition 2.2.2 die Giiltigkeit von
Bedingung (H2), also kénnen wir den Satz 4.3.8 anwenden. O

4.3.1 Spezialfall mit banachraumwertigen Wienerprozessen

Im Folgenden wird das Problem (4.1.1) nicht in voller Allgemeinheit behandelt, sondern
der Spezialfall:

du(t) = (Au(t) + F(t,u(t)))dt + B(t,u(t))C dWg(t)
u(0) = wup,

wobei F': [0,00) X E— E, B: [0,00) x E — B(E) und C € v(H, E).

Da hier der Diffusionsoperator eine spezielle Gestalt annimmt, kénnen wir andere Be-
dingungen angeben, welche ihrerseits die Bedingung (4.3.1) implizieren.

Zunichst beachte man, dass fiir beliebiges ¢t > 0 aus C' € y(H, E) und f € Ly(0,t)
bereits fC € v(0,t; H, E) folgt mit || fC||yo0.m,e = ||f|lz.06]Clly,E), siche Lemma
1.6.6.

Ist nun ¢ € Boy([0,t]; E) fiir beliebiges ¢ > 0, so suchen wir Bedingungen, wann [s —
(t—s)"*S(t—s)B(s, p(s))C] ein Element von (0, ¢; H, E) ist. Nach der Proposition 1.6.8
und obigen Uberlegungen ist dies genau dann der Fall, wenn die Menge von Operatoren

(4.3.10) {S(t —s)B(s,¢(s))|s €[0,t)}

v-beschrinkt ist. Da wir in der Bedingung (4.3.1) beliebige ¢ € Boy,([0, t]; E1) betrachten,
kénnen wir hier gleich

(4.3.11) sup y({S(t — s)B(s,z)|s €[0,t), z € E}) < Kp < 00
te[0,T

(4.3.9)

fordern, da y-Beschrénktheit eine punktweise Forderung ist.
In der Tat haben wir
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Lemma 4.3.10. Es sei E ein separabler Banachraum. Der Operator (A, D(A)) erzeuge
auf E die stark stetige Halbgruppe (S(t))i>0. Aufferdem gelte C € y(H, E) und Bedingung
(4.8.11) sei erfillt, dann ist auch Bedingung (4.5.1) fir jedes a € (0, %) und B, = FE
erfillt.

Beweis: Es sei ¢ € Boy([0,t]; E) beliebig fiir beliebiges ¢ € [0,7] und « € [0, 1), dann
gilt nach dem Lemma 1.6.6 und der Proposition 1.6.8

1(t =) *S( = ) B( () Clly0.:0.8)
< Y({St—=9)B(s,9(s)) | s € [0, ) =)~ *Cll0.:11.1)
<

Call(t =) a0 | Cllya,m)-

4.4 Existenz und Regularitat im analytischen Fall

Nun sei also (A, D(A)) Erzeuger einer beschriankten analytischen, stark stetigen Halb-
gruppe (S(t)):>o auf E. Die Analytizitdt der Halbgruppe erlaubt es auch hier, Koeffizi-
enten mit geringerer Regularitiat zu betrachten.

Wieder stehen wir vor der Wahl, in welchen Réumen E; zwischen D(A) und E wir
arbeiten mochten: in Definitionsbereichen gebrochener Potenzen von —A oder in Inter-
polationsrdumen zwischen D(A) und E?7 Jede Wahl hat ihre Vor- und Nachteile, sodass
nachfolgend auch beide Moglichkeiten abgehandelt werden.

Unabhéngig von der genauen Wahl von F; in der Bedingung (4.3.1) kénnen wir neue
Bedingungen angeben, wann (4.3.1) erfiillt ist.

Fiir Erzeuger (A, D(A)) beschrankter analytischer Halbgruppen wissen wir dank des
Lemmas 1.3.3, dass fiir 6 > § > 0 Mengen der Gestalt

(4.4.1) {t2(—A)PS(t)|t € [0,T]}

fiir jedes T > 0 ~-beschrénkt sind.
Dies motiviert die neue Bedingung

(4.4.2) sup  sup [(t =) "B 9()) s < Kpg < 00
tE[O,T] ‘PGBOb([Oﬂt};El)

fiir ein 3 € (0, 3).

Es gilt ndmlich

Lemma 4.4.1. Es sei E ein separabler Banachraum. Der Operator (A, D(A)) sei Er-
zeuger einer stark stetigen, beschrankten analytischen Halbgruppe (S(t))i>0 auf E. Dann
impliziert die Giiltigkeit der Bedingung (4.4.2) fir ein 8 € (0,3) die Giiltigkeit der Be-
dingung (4.3.1) fir beliebiges o € (0, 3).
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4.4 Existenz und Regularitdt im analytischen Fall

Beweis: Es gilt nach der Proposition 1.6.8 fiir « € (0, 3)

sup  sup (8= )75 (=) B, 0()llvosmm)
tE[O,T} WGBOb([07t];E1)

< C sup sup  |[(t =) "B () ho.nmm)
1€10,7] o€ Boy(0.1):E1)

< Cf(Bﬁ < Q.
L

Bemerkung 4.4.2. Fin Beispiel fiir die Giiltigkeit der Bedingung (4.4.2) wurde bereits
im Beispiel 4.3.4 vorgestellt.

Wie bereits erwihnt, ermoglicht es die Analytizitit der Halbgruppe nun Inhomoge-
nitidten zu betrachten, die lediglich auf auf einem Banachraum FE; zwischen D(A) und
E definiert sind. Als Teilrdume E; werden entweder Definitionsbereiche gebrochener Po-
tenzen von —A oder Interpolationsrdume zwischen D(A) und E betrachtet. In beiden
Fillen haben wir es mit einer Familie von Banachrdumen (E,),c(,1) zu tun, fiir welche
D(A) —4 E,, —q4 E,, —4 E fur n; > 1, gilt. Dies ermdglicht es, auf einheitliche Weise
Bedingungen fiir beide Fille anzugeben:

(H1)" Esist 5 € [0, 1) und die Abbildung
B: [0,00) x E,, — B(H,E)
ist stetig und erfiillt die Bedingung

(DBn,oc) sup sup H(t - ')_aS(t - )B(7 QO('»H'Y(Ovt?Hﬁ) < Kp <oo.
t€[0,T] peBoy([0,t];Ey)

fiir ein o € (1, 3).

(H2)" Der Operator R, gehort zu K(L,([0,T); E), C*([0,T]; E,)) fiir alle (a,q,n, A) mit
0< )\+77<a—%, wobei a € (0,1] und ¢ € (1,00).

(H3)" Esist n € [0,1) mit n < 1 und die Abbildung
F:[0,00) x E,;, — E

ist stark messbar beziiglich der ersten, stetig beziiglich der zweiten Variable und
beschrénkt.

In Bezug auf die Bedingung (H2)’ sei auf das Kapitel 2 und dort insbesondere auf den
Unterabschnitt 2.2.4 verwiesen.
Dann haben wir in Anlehnung an Theorem 4.5 in [20] das folgende Existenzresultat.
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Satz 4.4.3. Es ser E ein separabler Banachraum mit UMD~ -Figenschaft. Zudem gel-
te entweder E, := D((—A)") oder E, = (E,D(A)), fir beliebiges n € (0,1), wobei
(- )y)neoa) eine zuldssige Interpolationsmethode sei. Der lineare Operator (A, D(A))
erzeuge auf E eine beschrinkte analytische, stark stetige Halbgruppe (S(t))i>o und die
Bedingungen (H1)’, (H2)’ und (H3)’ seien erfillt mit ein und demselben n in (H1)” und
(H3)'. Dann ezistiert fir jedes ug € Ey, wobei 0 € [n,«) gelte, eine schwache Martin-
gallosung des Problems (4.1.1) auf [0, T, welche zugleich milde Martingallosung ist und
deren Pfade P-fast sicher in C*([0,T]; Ep) liegen fiir 0 < A+ 6 < o und 6 > 7.

Beweis: Der Beweis teilt sich wie bisher in drei Schritte auf. Sei T > 0 wie in der
Bedingung (H1)'.

1. Approximation
Wir wihlen einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P, (F3):>0) aus, auf
dem ein adaptierter H-zylindrischer Wienerprozess Wy definiert ist und dessen
Filtration den Bedingungen aus [133] geniigt.

Fiir ein beliebiges x € Fjy gilt dann nach Voraussetzung

sup |[(t — )" *S(t — ) B(, 2)|ly041.5) < oo
te[0,7]

Wie im Beweis des Satzes 3.4.7 fiir den Fall von Definitionsbereichen gebrochener
Potenzen bzw. des Satzes 3.4.8 fiir den Fall von Interpolationsraumen kann man
dann zeigen, dass P-fast sicher fiir jedes ¢t € [0,7] das Zufallselement fot S(t —
s)B(s,x) dWg(s) Werte in E; fiir jedes ( < o annimmt.

LSt —

Nun sei n € N beliebig aber fest. Fiir ¢ € (0, 7] nimmt somit @, (t) := [

) on

s)B(s,up) AW (s) Werte P-fast sicher in Ejy an.

Fiir t € (4,24;] hat man P-fast sicher

[, stt= 9B i) = Rz 0),

wobei

t
T
zp(t) == /T (t—s)"*S(t —s)B(s,u (Qn)) dWg(s).
Aufgrund der Abschéitzungen im Satz 1.7.14 und der Bedingung (H1) gilt fiir
beliebiges p € (1, 00)

E(llz.(@)]") < (€™ Kp)" < o0.

Nun kann man wie im Beweis des Satzes 3.4.7 fiir den Fall von Definitionsbe-
reichen gebrochener Potenzen bzw. des Satzes 3.4.8 fiir den Fall von Interpola-
tionsrdumen zeigen, dass P-fast sicher fiir jedes t € (27;,2%] das Zufallselement
fT (t — s)B(s,tn(5)) dWg(s) Werte in E, annimmt. Dies zeigt, dass durch
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4.4 Existenz und Regularitdt im analytischen Fall

Ui, (0) := up und fiir ¢ € (0,25]

Un(t) == S(t)uo +/ S(t— s)F(s,Un(pn(s)))ds
(4.4.3) 0

+/0 S(t — 5)B(5, fn(ga(s))) AW (s),

ein stochastischer Prozess definiert wird, wobei ¢,, wie im Beweis des Satzes 4.3.7
fiir n € N definiert sei. Induktiv kann man dann zeigen, dass (4.4.3) fiir beliebige
t € (0,T] wohldefiniert ist.

Fir f,.(s) := F(s, U,(¢n(s))) gilt dann ebenso wie im Beweis des Satzes 4.3.7, dass
wir zu jedem € > 0 ein a > 0 so finden koénnen, dass fiir jedes n € N und beliebiges
q € [1,00) gilt

an(BLq(O,T;E)<07 (l)) 2 1—e

Mit Hilfe des in (H1) auftretenden a € (0, 3) definieren wir fiir jedes n € N einen
stochastischen Prozess y,, geméifl

ynt) = / (t — )5t — $)B(s, tn(iou(s))) AW ().

Ahnlich wie oben sehen wir, dass y, in L,(S; E) fur ¢ > 1 wohldefiniert ist:
zunéchst haben wir wegen (DB, )

E(lyn @) < (CT)N[s = (¢ = 5)7*S(t = s)B(s, wn ()L, 00,0,
< (C)KY,

Also gilt

neN neN

T T
sup/ E(Jlyn(®)]9) dt < (C7)? sup/ K§dt = (C7)ITK} < oc.
0 0

Das bedeutet

P(lynllz,0158) < @) = 1 =P(|lynll,0.1:8) > @)
> 1_ / HynH%q(O,T;E) qP
> T w

> 1—a¢ ilelgE(HyanLq(o,T;E))'

Somit kénnen wir zu jedem € > 0 ein a > 0 so finden, dass fiir jedes n € N gilt

P (B, om5m)(0,a)) 2 1 e
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2. Straffheit der Approximation

152

Nach der Bedingung (H2)’ ist die Abbildung R,, : L,(0,T; E) — C*([0,T]; Eq)
kompakt fiir 0 < A\ 4+60 < a — %, also ist die Menge Ra(ELq([QT];E) (0,a)) kompakt

in C*([0,T]; Ey) fiir jedes a > 0. Wihlen wir ¢ hinreichend grof, dann existiert zu
jedem € > 0 eine kompakte Menge K C C*([0,T7]; Ey) derart, dass fiir jedes n € N
gilt

™

POt it gatray Betm (j0) > 1 — ¢,

Somit ist die auf (C*([0,T7]; Ep), Bo(C*([0,T]; Ep)) definierte Familie von Wahr-

S()uo+ Ry fat—T—R :
(ot Rafnt Sitray *¥n) en straff. Setzen wir

(Rayn)(t),

scheinlichkeitsmafien (IP

un(f) = 5(B)uo + (Bafo) () + £

so gilt fiir jedes t > 0 P-fast sicher
Un(t) = uy(t).

Da die Verteilungen von (uy,)nen straff auf C*([0, T]; E,) sind, existiert nach dem
Satz 1.8.2 zum einen ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 o auf C*([0, T]; Ey) und zum an-
deren eine Teilfolge (uy, )ren S0, dass P im Sinn der Wahrscheinlichkeitstheorie
schwach gegen p konvergiert fiir £ — oo. Nach dem Satz 1.8.3 existiert also ein
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, ]f”), eine Folge von Prozessen (9y,),eny und ein Pro-
zess v so, dass u, und v, die gleiche Verteilung besitzen, v die Verteilung p besitzt
und @, konvergiert P-fast sicher auf C*([0, T]; Ey) gegen 4.

Identifizierung des Grenzwerts
Es gilt fiir jedes t € [0, 7], jedes n € N und 2’ € D(A’)

(' u,(t)) = <x',uo>+/0<A'x’,un(s))ds
ﬁAWI@%W@MMS

+/0 B(s,un(pa(s))) " dWg(s).

Desweiteren wird fiir ' € D(A’) durch
M,(t)x" = (2 u,(t)) — (2, up)

_ /0t<A’x',un(s)) ds
if@f@%%ﬁmws

ein D(A')-zylindrisches stetiges Lo-Martingal M, 2’ beziiglich (F;*")scpo,r definiert,
sodass fiir jedes 2’ € D(A’) gilt

wmmzlanw%www@m



4.4 Existenz und Regularitdt im analytischen Fall

wobei [-]; die quadratische Variation an der Stelle ¢ bezeichne. Ahnlich wie im
Beweis von 8.1 Theorem in [29] sieht man, dass fiir jedes ¢ € [0,7] und 2’ € D(A’)
durch

My(t)e' = (2, 5a(t)) = (2, o)
—/O <A/l'/77~]n(5)> ds
_/0 (@', F(s,0u(pu(s)))) ds

ein D(A’)-zylindrisches stetiges Lo-Martingal M,z beziiglich (ﬂﬂ")te[o’ﬂ definiert
wird, sodass P-fast sicher fir jedes 2’ € D(A’) gilt

(V') = / 1(B(s, Buion(s))) 2|13 ds.

Aus der P-fast sicheren Konvergenz von @, gegen v in CM([0,T); E,) folgt die P-
fast sichere Konvergenz von g, (s) := F(s,0,(¢n(s))) gegen g(s) := F(s,0(s)) in
L (0,T; E). Wegen

! 1
[ louo) = glledr < (6= 97 9, = gl
konvergiert M,z fiir jedes ' € D(A’) in C*([0, T]) P-fast sicher gegen
t t
M(t)x" = (2, 0(t)) — (', up) —/ (A'2! 0(s)) ds —/ (', F(s,0(s))) ds
0 0

mit P-fast sicher .
ta) = [ B, o) ds
0

Nun kann man wie im Beweis des Satzes 4.3.7 argumentieren, um die Existenz
eines H-zylindrischen Wienerprozesse Wy auf (€, F, P, (F)i>0) zu zeigen, sodass
P-fast sicher fiir jedes ¢t € [0, 7] und jedes 2’ € D(A’) gilt

/0 Bls, o(s))2' dWu(s) = (2f,5(t)) — {2/, uo)
—/0 (A’x’,f)(s))ds—/o (', F(s,0(s))) ds.

Mit Hilfe des Satzes 4.2.2 erkennen wir, dass dann P-fast sicher fiir jedes ¢t € 0,7
gilt

() = S(t)uo + /0 S(t — s)F(s,9(s)) ds + /0 S(t — 5)B(s,5(s)) AW (s).
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Wiederum konnen wir die Beschrénktheitsforderung an F' aufweichen, etwa geméfl

(H4)" Die Abbildung
F:[0,00) X E, — E

ist stark messbar beziiglich der ersten, stetig beziiglich der zweiten Variable und
geniigt der Wachstumsabschétzung

|F(s, ) <C+llell,)  ¥s=02€E,

Dann haben wir den folgenden Satz.

Satz 4.4.4. Es sei E ein separabler Banachraum mit UMD~ -Figenschaft. Zudem gel-
te entweder E, := D((—A)") oder E, = (E,D(A)), fir beliebiges n € (0,1), wobei
(( )y)neoa) eine zuldssige Interpolationsmethode sei. Der lineare Operator (A, D(A))
erzeuge auf E eine beschrinkte analytische, stark stetige Halbgruppe (S(t))i>o und die
Bedingungen (H1)’, (H2)’ und (H4)’ seien erfillt mit ein und demselben n in (H1)” und
(H4)’. Dann ezistiert fir jedes uy € Fy, 0 € [n,«), eine schwache Martingallosung des
Problems (4.1.1) auf [0, T, welche zugleich milde Martingallésung ist und deren Pfade
P-fast sicher in C*([0,T]; Ey) liegen fiir 0 < A\ +60 < a und 6 > 7.

Beweis: Um mit dem Satz 4.4.3 arbeiten zu kénnen, definieren wir fiir jedes n € N eine
Funktion £, : [0,00) x E, — E gemif

. F(s,x) | falls ||z, < n,
Fu(s,x) = { F(s, me anderenfalls.

Dann gilt fiir jedes n € N, jedes t > 0 und jedes y € £, die Abschéitzung
[E. (@ y)| < C(1 +n).
Somit existieren geméfl dem Satz 4.4.3 fiir jedes n € N Martingallosungen
(0 Furs Py (Fat)ez0, Wi, (@ (t)eeio)

auf [0, 7] zu folgender Gleichung

dun(t) = (AU, (t) + Fu(t,1a(t))) dt + B(t,un(t)) AW (¢)

Nun definieren wir fiir jedes ¢t € [0, 7]

un(t) = /0 (t— 8)~S(t — 8)B(s, T (s)) dW(s)

und
T

Un(t> = (Rayn)(t)-

sin(mav)
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4.4 Existenz und Regularitdt im analytischen Fall

Ahnlich wie im Beweis des Satzes 4.4.3 sieht man, dass auch hier

(4.4.4) sup]En(/O lyn (t)]]9dt) < oo

n>1

fiir beliebiges ¢ € [1,00) gilt. Also haben wir fiir («,6,q) € (0,1)* x (1,00) mit « €
(4 +0.1]

q
q _ (T 4
sup B (l[vnlqo.11:5)) = (Sin( a)) i‘gfEn(HRaynHC([o,T];Ea))

(4.45) : < (o) e oty 7).

Somit kann man analog wie oben schlielen, dass die Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien
(PUn),.en straff auf (CA([0, T); Ey), Bo(C([0,T7]; Ey))) ist.

n
Um den Driftterm zu analysieren, definieren wir auf (Q2,,, 5y, Pp, (Frt)i>0) eine Stoppzeit

Tn, diesmal geméafl
Tp(w) == 1inf{t > 0 : ||@,(w)||, > n}.

Dann gilt P,,-fast sicher fiir jedes t < 7,

[an @l < IIS(t)@Lolanr/0 IS = 8)Fu(s, un(s))lly ds

1 / S(t — 8)B(s, () AW ()]

< Qs =) BT s + )
= At [ = IF T s + 0]
< Gttt [ =970+ ) ds + )
< G+l + [ (=9l ds)

also nach dem Lemma 1.8.6 fiir ein C; > 0 P,-fast sicher

sup [[w, () |l, < Ca(1 + sup o () l)-

t<tp

Zudem gilt aufgrund der Pfadstetigkeit fiir » € R und beliebiges n € N mit n > r

{swp (@)l = v} = { sup w0, > v

SUSTn

155



4 Martingallosungen stochastischer autonomer Evolutionsgleichungen

Folglich haben wir fiir m € N mit m > C(1+ Cy), n € Nmit n > ™ — 1 und beliebiges
q € [L,00) wegen (4.4.4) und (4.4.5)

— _ m
B (sup | F(t, 70, (8)| = m) < Ba(sup [T (0], > %= — 1)
t<T t<T
_ m
< Pulsup @)l > 5~ 1)
t<tn
Z-1
< Bufsup foa(t)lly > €=~ 1)
t<T 4
1
< —mg———Eu(sup|lva (D))
(CC - 1>q t<T
4

Dies zeigt, dass wir zu jedem € > 0 ein m € N finden konnen, so dass fiir schliellich
jedes n € N gilt

Pi(’ﬂ"()) (BLq(O,T;E) (O, m)) S €.
Wegen der Kompaktheit von R; ist dann die Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien
(Pl SNy straft auf (CM([0, T); Ey), Bo(CA ([0, T); Ey))).
Da die Folge (P5"),cy straff auf (CM[0,T]; E,), Bo(C([0,T]; E,))) ist, gilt selbiges
auch fiir (P%),cy. Also existieren eine Teilfolge (ny)ren, ein Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, F,P) und Zufallselemente wu, u; mit P% = P,'* mit u, — u P-fast sicher auf
CA([0,T); Ey).
Der dritte Schritt, d.h. die Identifizierung des Grenzwerts, vollzieht sich analog zu dem

Vorgehen im Satz 4.4.3, da dort lediglich die Stetigkeit von F und nicht seine Be-
schranktheit benutzt wird. O

Bemerkung 4.4.5. Man kann die Beschranktheitsforderung an F auch wie in [20]
mat Hilfe von Dissipativitdtsannahmen wie in der Einleitung aufgefiihrt aufweichen und
kann unter diesen Bedingungen auch asymptotische Eigenschaften, wie zum Beispiel die
FExistenz invarianter Mafle behandeln. Da wir im Folgenden jedoch keine asymptotischen
Betrachtungen anstellen, wird auf eine detaillierte Darstellung verzichtet, die entspre-
chenden Resultate aus [20] ibertragen sich aber auf den hier betrachteten Fall.

Die Forderung, dass (A, D(A)) eine beschrankte analytische Halbgruppe erzeugt, ist keine
FEinschrinkung, da man sich durch Betrachten des Paares (A + w, F — w) statt (A, F)
fiir ein geeignetes w € R stets auf diesen Fall zuriickziehen kann.

Die Resultate des Unterabschnitts 2.2.4 implizieren nun

Korollar 4.4.6. Es sei E ein separabler Banachraum mit UMD~ -FEigenschaft. Der li-
neare Operator (A, D(A)) erzeuge auf E eine beschrankte analytische, stark stetige Halb-
gruppe (S(t))e=o mit kompakter Resolvente und die Bedingungen (H1)’ und (H3) seien
erfillt mit ein und demselben n. Dann existiert fir jedes ug € Es, 0 € [n,«), eine
schwache Martingallosung des Problems (4.1.1) auf [0,T], welche zugleich milde Mar-
tingallosung ist und deren Pfade P-fast sicher in C*([0,T); Es) liegen fir 0 < A+ 4§ < «
und 6 > 1.
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4.4 Existenz und Regularitdt im analytischen Fall

Beweis: Mit Hilfe des Lemmas 2.2.12 fiir den Fall von Definitionsbereichen gebrochener
Potenzen bzw. des Lemmas 2.2.13 fiir den Fall von Interpolationsraumen sieht man, dass
in diesem Fall auch (H2)’ erfiillt ist. O

Fiir unbeschrénkte Inhomogenitiaten haben wir

Korollar 4.4.7. Es sei E ein separabler Banachraum mit UMD~ -FEigenschaft. Der li-
neare Operator (A, D(A)) erzeuge auf E eine beschrankte analytische, stark stetige Halb-
gruppe (S(t))e>0 mit kompakter Resolvente und die Bedingungen (H1) und (Hj) seien
erfillt mit ein und demselben n. Dann existiert fir jedes ug € Es, 0 € [n,«), eine
schwache Martingallosung des Problems (4.1.1) auf [0,T], welche zugleich milde Mar-
tingallosung ist und deren Pfade P-fast sicher in C*([0,T]; Es) liegen fir 0 < A+ 4§ < «
und § > 1.

Beweis: Mit Hilfe von des Lemmas 2.2.12 fiir den Fall von Definitionsbereichen gebro-
chener Potenzen bzw. des Lemmas 2.2.13 fiir den Fall von Interpolationsrdumen sieht
man, dass in diesem Fall auch (H2)’ erfiillt ist. O

Ein einfaches Beispiel fiir die Giiltigkeit der Bedingung (DB, ,) ist Gegenstand von

Beispiel 4.4.8. FEs sei G C R" ein beschrinktes Gebiet, dessen Rand von der Klasse
C* ist. Auferdem sei (A,, D(A,)) die Realisierung des Quadrats des Neumann-Laplace-
Operators auf L,(G) fiir ein p € (1,00), d.h.
of 0*f
D(4A,) ={f € H)(G)?| == |aG—8 5loc = 0}
und fir f € D(A,)
A, f = A2F.
Zudem seien H = (% mit Basis (€p)nen und by : [0,T] x R x R® — R fiir jedes k € N

beschrinkte stetige Funktionen mit Schranke Cj, so, dass (Cy)ren € £2.
Dann definieren wir eine Abbildung B : [0, T] x Hy(G) — B(H, L,(G)) gemafs

(B(t, HHh)(x) =Y _(h,ex)bi(t, f(z), VF(2)).
keN
Es gilt fiir jedes t € (0,T), beliebiges ¢ € Boy([0,t]; HY(G)) und beliebiges o € (0, 3)
aufgrund von (4.4.1)

|(t =)"*S(t —-)B ( ())HVOtHLp(G))
Cllt = )7"B(, o( N lyonm.L.)

IS
3 =

IN

C /GZH(t—-)_B(B(-,w(-))ek)(w)lli2(o,t)] da

- [ 1 2
2 1-28
< C /G Eck—l—2ﬁt ] dx < 00,
L &

B =

3Sobolevrdume seien definiert wie in [131].
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wobei B € (a, 3) beliebig ist.
Dies zeigt, dass dann die Bedingung (DB, ) fiir By = [L,(G),D(A,)]
Theorem 4.3.3 in [131]) fiir beliebiges o € (0, 1) erfillt ist.

= H)(G) (siche

T

Verallgemeinerungen flr Definitionsbereiche gebrochener Potenzen
Nun betrachten wir den Fall Ey = D((—A)?) und die neue Bedingungen
(H1)” Esist n1, 2 € [0,1] und o € (0, 3) mit 0 < 1 — mp < o und die Abbildung
B: [0,00) x E,,, — B(H, E,,)
ist stetig und erfiillt die Bedingung

(D By, pa.) sup sup ||t =) B(, 0() o5, < Kp < oo
t€[0,T] o€ Boy([0,t];Ep, )

(H3)” Es ist ny, 7o € [0,1] mit 0 < 1, — 7, < 1 und die Abbildung
F: [0,00) X E,, — E,,
ist stetig und beschrénkt.

Dann konnen wir den folgenden Satz beweisen.

Satz 4.4.9. FEs sei E ein separabler Banachraum mit UMD~ -Figenschaft. Der lineare
Operator (A, D(A)) erzeuge auf E eine beschrinkte analytische, stark stetige Halbgruppe
(S(t))e=0 mit kompakter Resolvente, es gelte E, := D((—A)") beliebiges n € (0, 1] und die
Bedingungen (H1)”, und (H3)” seien erfillt mit denselben 1y, ny in (H1)” und (H3)”.
Dann existiert fiir jedes ug € Ep, 0 € [m,m + «), eine schwache Martingallosung des
Problems (4.1.1) auf [0,T), welche zugleich milde Martingallésung ist und deren Pfade
P-fast sicher in C*([0,T]; Eg) liegen fiir 0 < A+ 60 < a + 19 und 0 > ;.

Beweis: Der Beweis teilt sich wie bisher in drei Schritte auf. Sei T' > 0 wie in der

Bedingung (H1)”.

1. Approximation
Wir wihlen einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P, (F3):>0) aus, auf
dem ein adaptierter H-zylindrischer Wienerprozess Wy definiert ist und dessen
Filtration den Bedingungen aus [133] geniigt.

Fiir ein beliebiges « € E,, gilt dann nach der Bedingung (H1)” und dem Lemma
1.3.3

E(] /0 S(t = s)B(s,x) dW(s)ll2) = llls = S(t — 5)B(s, )30,

= |lls = (=A)S(t — 5)B(s, 2)|3 0118
= |lls = (=A)7™S(t — 5)(=A)" B(s, )| 50,4.1.12
< Cllls = (t = 5)""B(s,2)] 5088, <
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fir jedes ¢ € (0,1] mit ¢ < a + 79, also nimmt das Zufallselement fot S(t —
s)B(s,x) dWg(s) Werte P-fast sicher in E¢ an fiir jedes ¢ < a + 1s.

Nun sei n € N beliebig aber fest. Fiir ¢ € (0, 2] nimmt somit @, (t) := f(f S(t —

s)B(s,up) dWp(s) Werte P-fast sicher in F,, an.
Fiir t € (Z:,22] gilt wegen der Bedingung (H1)” und des Lemmas 1.3.3

2’)’1 ) 271

E(| / S(t — $)B(s, unl ) dWa(s)]2)

< )QJE(IHSHS(??—S)B(S,%( ))]!L,(; HHE)
= (C)E(l[s — (—A)Cs(t—S)B(S,un( ))]ny(;’,;tHE)

= (CTVE(l[s = (=A) ™St — s)(—A4)"B(s, un( G 2 i)

T 2
2_n))] ||'Y(anat;H7E7]2))

IN

CE(||[s — (t — s)"“B(s, uy(
< C’K% < 00

fiir jedes ¢ € [0,1] mit ¢ < o + ns.

Somit nimmt das Zufallselement

[ 8= 9)Bs. () AWl

an

IP’ fast sicher Werte in E,, an. Dies zeigt, dass wir durch @,(0) := o und fir
€ (0,22L] durch

Y an

Un(t) == S(t)ug +/ S(t—s)F(s,U,(on(s)))ds
(4.4.6) 0

+ / S(t = 8)B(s, lin(pn(s)) dWi(s),

einen stochastischen Prozess definieren kénnen, wobei ¢,, wie im Beweis des Satzes
4.3.7 fir n € N definiert sei. Induktiv kann man dann zeigen, dass (4.4.6) fiir
beliebige ¢t € (0, 7] wohldefiniert ist.
Fir f,(s) :== F(s,un(pn(s))) gilt dann ebenso wie im Beweis des Satzes 4.3.7, dass
wir zu jedem € > 0 ein a > 0 so finden koénnen, dass fiir jedes n € N und beliebiges
q € [1,00) gilt

P/ (BL,01:8,,)(0,a)) > 1—¢.

Mit Hilfe des in (DB, ,,.) auftretenden a € (0,1) definieren wir fiir jedes n € N
einen stochastischen Prozess y,, geméfl

un(t) = / (t— )5t — 5)B(s, tn(iou(s))) Wi ().

159



4 Martingallosungen stochastischer autonomer Evolutionsgleichungen

160

Dann gilt wegen (DB, ,,.) und des Lemmas 1.3.3 fiir beliebiges ¢ € (1, 00)

E(llya ()17
< (C7)ls = (= 5)"*S(t = 5)B(s, tn ()L, 0y0.6m.5)
= (@)(=A)=S( =)t =) “(—A)"QB(-,un(%( I 00m.m)
< (C)'OE(=A)7S@) [t e (0,T)}))'Kp < o0

fiir v < my unabhéngig von n € N, also

T
sup/ E(||y.(t)]|9) dt < sup/ K% dt

neN Jo neN

— () YRS |t € (0,T))ITKY < oo.

Das bedeutet fiir beliebiges v < 1

P(llynll, 01, < a) = 1—=P(|ynllz, 018, > a)
N / M9nllz, 078 o
> ) ”

> 1—q ¢ ilelgE(Hyn“qu(O,T;Eu))'

Also kénnen wir zu jedem e > 0 ein a > 0 so finden, dass fiir jedes n € N gilt

pyn (ELq(O,T;EV)(Oa a)) 2 1 —e

Straffheit der Approximation
Es sei v < ny beliebig. Nach dem Lemma 2.2.12 ist der Faktorisierungsoperator
Ry : L,0,T;E,) — C*[0,T]; Ep) kompakt fir 0 < A +6 —v < a — é, also

ist Ro(Br,(o.1):5,)(0,a)) kompakt in C*([0,T7; Ep) fiir jedes a > 0. Wéhlen wir
¢ hinreichend grof}; dann existiert zu jedem e¢ > 0 eine kompakte Menge K C
C*([0,T]; Ey) derart, dass fiir jedes n € N gilt

]:PS()UO+R1fn q1n(7ra) Rayn(K) Z 1 — €.

Somit ist die auf (C*([0,T7]; Ey), %O(C’)‘([O T); Ep)) definierte Familie von Wahr-
scheinlichkeitsmafen (P00 tfi/nt Rayn)

un(t) == S(t)uo + (Rufu)(t) +

sln(‘rra)

nen straff. Setzen wir

Ra n t )
50 gl“ fur .edes 1’: > 0 P-fast SiChel"

Wiederum existiert also ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), eine Folge von Pro-
zessen (Up)neny und ein Prozess o so, dass u, und 9, die gleiche Verteilung besit-
zen, ¥ die Verteilung p besitzt und die Folge (9,)nen konvergiert P-fast sicher auf
C[0,T7]; Eg) gegen .



4.4 Existenz und Regularitdt im analytischen Fall

3. Identifizierung des Grenzwerts
Dieser Schritt vollzieht sich wie im Beweis des Satzes 4.4.3.

]

Bemerkung 4.4.10. Der Satz 4.4.9 zeigt, dass man sogar Lésungen mit Werten in
D(A) bekommen kann, wenn nur die Inhomogenititen B und F hinreichend reguldre
Bildrdume besitzen.

4.4.1 Spezialfall mit banachraumwertigen Wienerprozessen

Wie im Unterabschnitt 4.3.1 wenden wir uns nun dem Spezialfall (4.3.9) im analytischen
Fall zu.

Die Uberlegungen zu Beginn des Abschnitts 4.4 zur y-Beschrinktheit zeigen, dass wir
im analytischen Fall auch mit folgender Bedingung arbeiten kénnen

(4.4.7) sup Y({(—=A)°B(s,z)|s € [0,t],z € E,}) < Kp < o0,
te[0,7

wobei o € [0, 3).

Wie das folgende Lemma zeigt, kénnen wir auch unbeschrénkte B(s, x) € L(FE) betrach-
ten.

Lemma 4.4.11. Es sei E ein separabler Banachraum und der Operator (A, D(A)) er-
zeuge auf E die beschrinkte analytische, stark stetige Halbgruppe (S(t))i>0. Auferdem
gelte C € y(H, E) sowie die Bedingung (4.4.7) fiir ein o € [0,3), dann ist auch Bedin-
gung (4.8.1) fir beliebiges o € [0, — o) erfiillt.

Beweis: Es sei ¢ € Boy([0,1]; Ey) beliebig fiir beliebiges ¢ € [0,T] und « € (0,5 — o),
dann gilt fiir ein beliebiges 3 € (a + 0, 3)

1t = )75 =) B( o () Cllr0,1:01.5)
< ({(t = 9)7ATS(t = 5)(=A) " B(s,0(5)) | s € [0, 1) (¢ = ) Cllsousmm)
<

0 i ()
f-—a—-o B—-—a—o 31_25 V(H,E)
1 1 R N
= Ta ot gra Tt KelClhue

]

Was konnen wir uns unter der Bedingung (4.4.7) vorstellen? Dazu ein einfaches Beispiel
fiir den Fall o = 0.

Beispiel 4.4.12. Es sei E = L,(G) fir p € [1,00), G C R" ein beschrinktes Gebiet
und b: [0,00) X G x R — R beschrinkt. Definieren wir

[ [0,00) x B — B(E)
b { (tf) = lem [z btz f(2)e(@)]
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so erfillt dieses B die Bedingung (4.4.7) fiir o = 0. Die Wohldefiniertheit und Stetigkeit
tiberpriife man wie im Beispiel 4.3.4, dann haben wir

B Y2 0uB (s fel) = /G / 1> Ge(Blte, fe)ew)(@)P Aldz) P(dw)

k=1
P
2

= E(lgllp)/G(Z!b(tk,w,fk(w))ﬂek(x)P) Aldx)

Y
2

< OE(q ) /G (;m(wn) A(de)
o / / 132 gl ) P

= CE(||)  grexll?)-

k=1

Bemerkung 4.4.13. In diesem Spezialfall ist es so, dass [s — B(s,p(s))C] Werte
in y(H, E) annimmt. Dies ermdglicht es, im dritten Schritt der Beweise der Sdtze des
vorangehenden Teils dieses Unterabschnitts, der Identifizierung der Grenzwerte, ebenso
wie in [20] einen anderen Darstellungssatz zu verwenden, ndamlich Theorem 2.4 aus [39)].

4.5 Beliebige Anfangsverteilungen

Nachdem wir in den vorherigen Abschnitten fiir beliebige deterministische Anfangswerte
milde Martingallosungen konstruiert haben, stellt sich die Frage, welche Verallgemeine-
rungen in Bezug auf die Anfangswerte erlaubt sind.

Formuliert man die Ergebnisse des Abschnitts 4.4 um, so hat man: zu jedem u € E,
existiert auf dem Messraum (C*([0, T7; E,), Bo(C*([0,T]; E,))) ein Wahrscheinlichkeits-
maf P,,, welches die Verteilung der konstruierten Martingallosung ist. Der fiir Martin-
gallosungen verwendete Eindeutigkeitsbegriff fithrt nun gerade dazu, dass man bei ein-
deutiger Losbarkeit der Gleichung eine Abbildung S von E, in die Menge der Wahr-
scheinlichkeitsmaBe auf dem Messraum (C*([0,T]; E,), Bo(C*([0,T); E,))) definieren
kann.

Wenn wir nun wiissten, dass S messbar ist, so konnten wir fiir jedes Wahrscheinlichkeits-
maf} p auf (E,, Bo(E,)) auf (C*([0,T7]; E,), Bo(C*([0,T]; E,))) ein Wahrscheinlichkeits-
maf P, geméB

Pu(B) = [ PB) i

n

definieren. Zu diesem neuen Wahrscheinlichkeitsmafl gehort dann wiederum ein F, -
wertiger stochastischer Prozess (u(t));>o mit den gleichen Pfadeigenschaften, welcher
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das Problem

du(t) = (Au(t) + F(t,u(t))dt + B(t, u(t)) dWg(t),
u(0) = ¢

16st, wobei P& = 1 ist.

Mit diesem Problemkreis beschéiftigen sich MARTIN ONDREJAT in [105], NOBUYUKI
IKEDA und SHINZO WATANABE in [59] sowie DANIEL W. STROOCK und S.R. SRI-
NIVASA VARADHAN in [121]. Fiir den Fall von UMD~ -Banachridumen existieren in der
Literatur keine Resultate. In den bisher in der Literatur betrachteten Féllen ist eine
hinreichende Bedingung fiir die Messbarkeit, dass F' und B stetig sind und nicht von ¢
abhéngen. Fiir die eingangs angesprochene Eindeutigkeit sind bereits im eindimensiona-
len Fall hinreichende Bedingungen, welche nicht lipschitzartige sind, wesentlich kompli-
zierter aufgebaut; fiir die Details sei auf die entsprechenden Teile in [121] verwiesen.

4.6 Beispiele

Die nachfolgend verwendeten Sobolev-Réume seien wie in [131] definiert.

Beispiel 4.6.1. Es sei G C R™ ein beschrinktes Gebiet, dessen Rand von der Klasse
C* sei. Dort betrachte man

( dult,2) = (A2u(t, ) + f(t,u(t, ), Vult, ) dt
+b(t, u(t,x), Vu(t,z)) dw(z,t), te (0,7],z € G,
(4.6.1) Ci(t, z)u(t,z) =0,
Co(t,x)u(t,z) =0, te(0,T],x € 0G
| w(0,2) =0, z€G,
wobes 9 IA
Cl<t,l’) = a—n, Cg(t,$> = an

und é% die duflere Normalenableitung bezeichnet. Die Abbildungen f,b : [0,T] x G X
R xR™ — R seien stetig, b zudem beschrankt mit Schranke Cy und f erfiille fiir beliebige
te€[0,7], z € G,y € R, z € R" die Ungleichung

[f(t 2y, 2)] < C(1+ |z2]).

Der Rauschterm sei genauso wie im Beispiel 3.4.14, d.h. wir sind in der Situation von

Gleichung (4.3.9):

du(t) = (Acu(t) + F(t,u(t)) dt + B(t,u(t))C dWy(t)

u(0) = wup.

Mit Hilfe des Satzes 1.3.7 erkennen wir, dass die Realisierung Ac von (A2, Cy,Cy) auf
E = L,(G), p € (1,00), eine R-analytische, stark stetige Halbgruppe mit wr(Ac) < 5
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erzeugt. Nach dem Satz 7.2 aus [141] besitzt Ac dariber hinaus kompakte Resolventen.
Zudem erfillt die Abbildung (siehe auch Beispiel 4.3.5)

0TI x HA(G) — L(G)
F: { (tu) — (v f(t,z,u(z), Vu(x)))

die Bedingung (H4)’ fir n = % und E, = [E, D(Ac)]1. Die Abbildung

1.
4

p. {DTXHG) ~ B
' (t,u) — (v (z+— b(t,z,u(z), Vu(x))v(x)))

erfillt die Bedingung (4.4.7), wie man genauso wie im Beispiel 4.4.12 nachrechnen kann.
Nach dem Lemma 4.4.11 ist dann die Bedingung (DB, ) erfillt, also auch die Bedingung
(H1)’ fiir jedes o < %. Somit hat das Problem (4.6.1) nach dem Korollar 4.4.7 fiir jedes
Uy € H;(G) eine milde Martingallosung mit Pfaden P-fast sicher in C*([0,T]; H;(G))
fiir jedes A < ;. Wegen HS(G) — CMNG) fiir s > X + =, siehe Theorem 4.6.1 in [151],
existiert fir 2 < % eine milde Martingallosung mit Pfaden P-fast sicher in C*([0,T] x G)
fiir A < i.

Mit Hilfe des Satzes 1.3.7 konnen wir Teile von Theorem 6.4 aus [20] verallgemeinern.

Satz 4.6.2. Es sei G C R" ein beschrinktes Gebiet, dessen Rand von der Klasse C*™
fiir ein m € N ist. Weiter sei durch

Az, D) = Z aq(x) D

la|<2m

und

Cj(z,D) = Z c;5(x) D’

|B]<my;

ein Randwertproblem gegeben, welches den Bedingungen (GB) und (RB) aus dem Ab-
schnitt 1.8 geniige. Die Abbildungen f, by : [0,T] x G x R — R seien stetig, b, zudem
beschrinkt mit Schranke Cj, und (Cy)ren € €2 und f erfiille fiir beliebige t € [0,T], x €
G,y € R die Ungleichung

[f(t,2,y)] < C(1+ [y]).
Dann erfillt die Abbildung

0, T x Ly(G) — Ly(G)
F: { (t,u) — (z— f(t,z,u(x)))

die Bedingung (H4)’ fir n =0 und die Abbildung

B { [0, T] x Lp(G) — B(£*, Ly(G))
' (tu) = (h= (@ e (h, er)br(t, 2, u(2))))

die Bedingung (DB, ) fir E = L,(G), n =0 und beliebiges a € (0, %)
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Somit besitzt die stochastische Fvolutionsgleichung

du(t) = (Acu(t) + F(t,u(t))) dt + B(t,u(t)) dWpe(t)
u(0) = ug

fiir jedes ug € E,, 1 € (0,1), eine milde Martingallésung auf [0, T mit P-fast allen Pfa-
den in C*([0,T); E,) fiir 0 < X4 < 3, wobei E, = D((—Ac)") oder E, = (E, D(Ac)),
fiir eine zuldssige Interpolationsmethode ((-,-)y)ye(0,1)-

Beweis: Fiir ein g > 0 ist die Realisierung p + A¢ in L,(G) nach dem Satz 1.3.7 R-
sektoriell mit wr(A) < § und besitzt nach dem Satz 7.2 aus [141] kompakte Resolventen.
Ohne Beschréankung der Allgemeinheit kénnen wir g = 0 annehmen, da wir sonst statt
Ac gerade p + Ac und statt F' gerade F' — pu betrachten kénnen, dabei erfiillt F' — p
trivialerweise ebenfalls die Bedingung (H4)’. Also ist nach dem Lemma 2.2.13 Bedingung
(H2)’ erfiillt. Dass die Abbildung F' die Bedingung (H4)’ erfiillt, kann man leicht nach-
rechnen. Verfdhrt man wie im Beispiel 4.4.8, so sieht man, dass B die Bedingung (H1)’
fiir beliebiges o € (0, 3) und F), = E = L,(G) erfiillt. Dann lassen sich die Behauptungen
mit Hilfe des Satzes 4.4.4 verifizieren. ]

Bemerkung 4.6.3. Der Satz 4.6.2 ermdglicht es im Vergleich zu Theorem 6.4 in [20],
eine groflere Klasse von Differentialoperatoren zu betrachten, da man zum Nachweis
der in [20] geforderten Existenz beschrinkter imagindrer Potenzen im Allgemeinen auf
holderstetige Koeffizienten angewiesen ist, wohingegen wir hier mit stetigen Koeffizienten
arbeiten. Zudem ermaoglicht es der Verzicht auf die Rademachertyp-Bedingung, auch in
Réaumen L,(G) mit p € [1,2) zu arbeiten. Die restlichen Teile von Theorem 6.4 aus [20]
beschdftigen sich mit der Exzistenz invarianter Mafe, deren Betrachtung hier aufSen vor
bleibt.

Schlussbemerkung

Dass in diesem Kapitel im Gegensatz zum Kapitel 3 lediglich autonome Probleme be-
trachtet werden, hat seine Ursache darin, dass es keinen Martingaldarstellungssatz gibt
fiir allgemeine Funktionale, wie sie in der Definition schwacher nichtautonomer Losungen
verwendet werden. Bis auf diesen Schritt iibertragen sich alle anderen Schritte aus den
Beweisen fiir die autonome Situation problemlos auf die nichtautonome Situation.

<On ne finit pas une ceuvre, on ’abandonne.>

(G. FLAUBERT (1821-1880))

165



4 Martingallosungen stochastischer autonomer Evolutionsgleichungen

166



Abriss des Lebens- und Bildungsgangs

Personliche Daten

Name:
Geburtsdatum:
Geburtsort:
Schulbildung
1983 - 1987
1987 —-1996
11.06.1996

Zivildienst

01.08.1996 — 31.08.1997

Studium

Fachrichtung:
Hochschulen:

Studiendauer:
Diplomvorpriifung:
Diplomarbeit:
Diplompriifung:

Berufstatigkeit
seit 01.04.2003

Jan Zimmerschied
02.06.1977
Erbach im Odenwald

Bliicherschule (Grundschule), Wiesbaden
Leibnizschule (Gymnasium), Wiesbaden
Abitur (Allgemeine Hochschulreife)

ASB Wiesbaden

Wirtschaftsmathematik

Universitdt Karlsruhe (TH) und

Université Joseph Fourier, Grenoble

Oktober 1997 bis Januar 2003

04.10.1999

Stochastische Integration in UMD-Rdumen und Anwendungen
14.01.2003

Wissenschaftlicher Angestellter
(Institut fiir Analysis, Universitét Karlsruhe (TH))

167



168



Literaturverzeichnis

Namen von Autoren, welche in natura in kyrillischer Schrift geschrieben werden, sind
hier in der Form ,Transliteration des Namens (in der zitierten Arbeit verwendete
Schreibweise des Namens)“ angegeben. Bei Gleichheit entfillt der zweite Teil.

Bsp.:

1]

Skorohod, Anatolij Volodimirovi¢ (Skorokhod, Anatoli Volodimirovich)

ACQUISTAPACE, Paolo: Evolution operators and strong solutions of abstract line-
ar parabolic equations. In: Differential and Integral Equations. An International

Journal for Theory and Applications 1 (1988), Nr. 4, S. 433-457. — ISSN 0893-4983

ACQUISTAPACE, Paolo: Abstract linear nonautonomous parabolic equations: a
survey. In: Differential equations in Banach spaces (Bologna, 1991), Lecture Notes
i Pure and Applied Mathematics Bd. 148. New York : Dekker, 1993, S. 1-19 —
ISBN 0-8247-9067-7

ACQUISTAPACE, Paolo ; TERRENI, Brunello: A unified approach to abstract linear
nonautonomous parabolic equations. In: Rendiconti del Seminario Matematico
della Universita di Padova. The Mathematical Journal of the University of Padova
78 (1987), S. 47-107. — ISSN 0041-8994

ACQUISTAPACE, Paolo ; TERRENI, Brunello: Regularity properties of the evolu-
tion operator for abstract linear parabolic equations. In: Differential and Integral
Equations. An International Journal for Theory and Applications 5 (1992), Nr. 5,
S. 1151-1184. — ISSN 0893-4983

ALBIAC, Fernando ; KALTON, Nigel J.: Graduate Texts in Mathematics. Bd. 233:
Topics in Banach Space Theory. Springer-Verlag, 2006 — XIV 4 336 S. mit 6 Abb.
— ISBN 038728141X

Arpous, David J.: Unconditional bases and martingales in L,(F'). In: Mathe-
matical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 85 (1979), Nr. 1, S.
117-123. — ISSN 0305-0041

AMANN, Herbert: Monographs in Mathematics. Bd. 89: Linear and quasilinear pa-
rabolic problems. Vol. I. Boston, MA : Birkh&duser Boston Inc., 1995. — xxxvi+335
S. — ISBN 3-7643-5114-4.

APPELL, Jiirgen ; ZABREJKO, Petr P.. Cambridge Tracts in Mathematics. Bd. 95:

Nonlinear superposition operators. Cambridge : Cambridge University Press, 1990.
— viii+-311 S. — ISBN 0-521-36102-8

169



Literaturverzeichnis

[13]

[14]

[15]

[16]

[19]

170

BARBU, Dorel: Local and global existence for mild solutions of stochastic differen-
tial equations. In: Portugaliae Mathematica 55 (1998), Nr. 4, S. 411-424. — ISSN
0032-5155

BARBU, Dorel ; BocsAN, Gheorghe: Approximations to mild solutions of stocha-

stic semilinear equations with non-Lipschitz coefficients. In: Czechoslovak Mathe-
matical Journal 52(127) (2002), Nr. 1, S. 87-95. — ISSN 0011-4642

BAXENDALE, Peter: Gaussian measures on function spaces. In: Amer. J. Math.
98 (1976), Nr. 4, S. 891-952. — ISSN 0002-9327

BERGH, Joran ; LOFSTROM, Jorgen: Interpolation spaces. An introduction. Berlin
: Springer-Verlag, 1976. — x+207 S. — Grundlehren der Mathematischen Wissen-
schaften, No. 223 — ISBN: 3-540-07875-4, 0-387-07875-4

BERKSON, Earl R. ; GILLESPIE, T. A.: Spectral decompositions and harmonic
analysis on UMD spaces. In: Studia Mathematica 112 (1994), Nr. 1, S. 13-49. —
ISSN 0039-3223

BoGACEv, Vladimir Igorevic (BOGACHEV, Vladimir Igorevich): Deterministic
and stochastic differential equations in infinite-dimensional spaces. In: Acta Appli-

candae Mathematicae. An International Survey Journal on Applying Mathematics
and Mathematical Applications 40 (1995), Nr. 1, S. 25-93. — ISSN 0167-8019

BoGACEv, Vladimir Igorevic (BoGACHEV, Vladimir Igorevich): Mathematical
Surveys and Monographs. Bd. 62: Gaussian measures. Providence, RI : American
Mathematical Society, 1998. — xii+433 S. — I[SBN 0-8218-1054-5

BoGACEV, Vladimir Igorevi¢ (BOoGACHEV, Vladimir Igorevich) ; KOBANENKO,
Konstantin: Liens entre équations différentielles stochastiques et ordinaires en
dimension infinie. In: Comptes Rendus des Séances de I’Académie des Sciences.

Série I. Mathématique 321 (1995), Nr. 7, S. 913-917. — ISSN 07644442

BOURGAIN, Jean: Some remarks on Banach spaces in which martingale difference
sequences are unconditional. In: Arkiv for Matematik 21 (1983), Nr. 2, S. 163-168.
— ISSN 0004-2080

BOURGAIN, Jean: Vector-valued singular integrals and the H'-BMO duality. In:
Probability theory and harmonic analysis (Cleveland, Ohio, 1983), Monographs
and Textbooks in Pure and Applied Mathematics Bd. 98. New York : Dekker,
1986, S. 1-19 — ISBN 0-8247-7473-6

BRZEZNIAK, Zdzistaw: Stochastic partial differential equations in M-type 2 Ba-
nach spaces. In: Potential Analysis. An International Journal Devoted to the In-

teractions between Potential Theory, Probability Theory, Geometry and Functional
Analysis 4 (1995), Nr. 1, S. 1-45. — ISSN 0926-2601



[20]

[21]

[27]

28]

[29]

[30]

Literaturverzeichnis

BRZEZNIAK, Zdzistaw ; GATAREK, Dariusz: Martingale solutions and invariant

measures for stochastic evolution equations in Banach spaces. In: Stochastic Pro-
cesses and their Applications 84 (1999), Nr. 2, S. 187-225. — ISSN 0304-4149

BRZEZNIAK, Zdzistaw ; NEERVEN, Jan M.A.M. v.: Stochastic convolution in se-

parable Banach spaces and the stochastic linear Cauchy problem. In: Studia Ma-
thematica 143 (2000), Nr. 1, S. 43-74. — ISSN 0039-3223

BURKHOLDER, Donald L.: Martingales and Fourier analysis in Banach spaces.
In: Probability and analysis (Varenna, 1985), Lecture Notes in Mathematics Bd.
1206. Berlin : Springer, 1986, S. 61-108 — ISBN 3-540-16787-0

CHOJNOWSKA-MICHALIK, Anna: Stochastic differential equations in Hilbert
spaces. In: Probability theory (Papers, VIIth Semester, Stefan Banach Internat.
Math. Center, Warsaw, 1976), Banach Center Publications Bd. 5. Warsaw : PWN|
1979, S. 53-74 — ISBN 83-01-01492-X

CHUNG, Kai L. ; WILLIAMS, Ruth J.: Introduction to stochastic integration. Zweite
Auflage. Boston, MA : Birkhduser Boston Inc., 1990 (Probability and its Appli-
cations). — xvi+276 S. — ISBN 0-8176-3386-3

CLEMENT, Philippe ; DE PAGTER, Ben ; SUKOCEV, Fédor A. (SUKOCHEV, Fyo-

dor A.) ; WITVLIET, Henriko: Schauder decomposition and multiplier theorems.
In: Studia Mathematica 138 (2000), Nr. 2, S. 135-163. — ISSN 0039-3223

COWLING, Michael G. ; DousT, lan ; MCINTOSH, Alan ; YAGI, Atsushi: Banach
space operators with a bounded H functional calculus. In: Australian Mathema-
tical Society. Journal. Series A. Pure Mathematics and Statistics 60 (1996), Nr.
1, S. 51-89. — ISSN 0263-6115

DA PrATO, Giuseppe ; IANNELLI, Mimmo ; TUBARO, Luciano: On the path
regularity of a stochastic process in a Hilbert space, defined by the Ito integral.

In: Stochastics. An International Journal of Probability and Stochastic Processes
6 (1981/82), Nr. 3-4, S. 315-322. — ISSN 0090-9491

DA PRrATO, Giuseppe ; KWAPIEN, Stanistaw ; ZABCZYK, Jerzy: Regularity of
solutions of linear stochastic equations in Hilbert spaces. In: Stochastics. An In-
ternational Journal of Probability and Stochastic Processes 23 (1987), Nr. 1, S.
1-23. — ISSN 0090-9491

DA PrATO, Giuseppe ; ZABCZYK, Jerzy: FEncyclopedia of Mathematics and its

Applications. Bd. 44: Stochastic equations in infinite dimensions. Cambridge :
Cambridge University Press, 1992. — xviii+454 S. — ISBN 0-521-38529-6

DANERS, Daniel ; KocH MEDINA, Pablo: Pitman Research Notes in Mathematics

Series. Bd. 279: Abstract evolution equations, periodic problems and applications.
Harlow : Longman Scientific & Technical, 1992. — iv4249 S. — ISBN 0-582-09635-9

171



Literaturverzeichnis

[31]

[32]

[34]

[35]

[38]

[39]

172

DAawsoON, Donald A. ; GOROSTIZA, Luis G.: *-solutions of evolution equations in
Hilbert space. In: Journal of Differential Equations 68 (1987), Nr. 3, S. 299-319.
— ISSN 0022-0396

DeEmMLING, Klaus: Lecture Notes in Mathematics. Bd. 596: Ordinary differential
equations in Banach spaces. Springer-Verlag, 1977. — vi+137 S. — ISBN 3-540—
08260-3, 0-387-08260-3

DELLACHERIE, Claude ; MEYER, Paul-André: North-Holland Mathematics Stu-
dies. Bd. 29: Probabilities and potential. Amsterdam : North-Holland Publishing
Co., 1978. — viii+189 S. — ISBN 0-7204-0701-X

DENK, Robert ; DORE, Giovanni ; HIEBER, Matthias ; PRUSS, Jan ; VENNI,
Alberto: New thoughts on old results of R. T. Seeley. In: Mathematische Annalen
328 (2004), Nr. 4, S. 545-583. — ISSN 0025-5831

DENK, Robert ; HIEBER, Matthias ; PRUSS, Jan: R-boundedness, Fourier multi-

pliers and problems of elliptic and parabolic type. In: Memoirs of the American
Mathematical Society 166 (2003), Nr. 788, S. viii+114. — ISSN 0065-9266

DETTWEILER, Egbert: Banach space valued processes with independent incre-
ments and stochastic integration. In: Probability in Banach spaces, IV (Ober-
wolfach, 1982), Lecture Notes in Mathematics Bd. 990. Berlin : Springer, 1983, S.
54-83 — ISBN 3-540-12295-8

DETTWEILER, Egbert: Stochastic integral equations and diffusions on Banach

spaces. In: Probability theory on vector spaces, III (Lublin, 1983), Lecture Notes
in Mathematics Bd. 1080. Berlin : Springer, 1984, S. 9-45 — ISBN 3-540-13388-7

DETTWEILER, Egbert: On the martingale problem for Banach space valued sto-
chastic differential equations. In: Journal of Theoretical Probability 2 (1989), Nr.
2, S. 159-191. — ISSN 0894-9840

DETTWEILER, Egbert: Representation of Banach space valued martingales as sto-
chastic integrals. In: Probability in Banach spaces, 7 (Oberwolfach, 1988), Progress
in Probability Bd. 21. Boston, MA : Birkh&user Boston, 1990, S. 43-62 — ISBN
0-8176-3475-4

DETTWEILER, Johanna ; NEERVEN, Jan M.A.M. v.: Continuity versus nonexis-

tence for a class of linear stochastic Cauchy problems driven by a Brownian motion.
In: Czechoslovak Mathematical Journal — ISSN: 0011-4642

DETTWEILER, Johanna ; NEERVEN, Jan M.A.M. v. ; WEIS, Lutz: Space-time

regularity of solutions of the parabolic stochastic Cauchy problem. In: Stochastic
Analysis and Applications. — ISSN: 0736-2994



[42]

[43]

[44]

[51]

[52]

[53]

Literaturverzeichnis

DIESTEL, Joseph ; JARCHOW, Hans ; TONGE, Andrew: Cambridge Studies in
Advanced Mathematics. Bd. 43: Absolutely summing operators. Cambridge : Cam-
bridge University Press, 1995. — xvi+474 S. — ISBN 0-521-43168-9

DiesTEL, Joseph ; UHL, John J. Jr.: Mathematical Surveys. Nr. 15 Vector measu-
res. 2. Auflage. Providence, R.I. : American Mathematical Society, 1979. — xiii4322
S. — ISBN: 0-8218-1515-6

ENGEL, Klaus-Jochen ; NAGEL, Rainer: Graduate Texts in Mathematics. Bd. 194:
One-parameter semigroups for linear evolution equations. New York : Springer-

Verlag, 2000. — xxii+586 S. — I[SBN 0-387-98463-1.

FRECHET, Maurice: Généralisations de la loi de probabilité de Laplace. In: Annales
de UInstitut Henri Poincaré 12 (1951), S. 1-29

FROHLICH, Andreas: H*-Kalkil und Dilatationen, Universitit Karlsruhe (TH),
Diss., 2003

GARLING, David J. H.: Random martingale transform inequalities. In: Probability
in Banach spaces 6 (Sandbjerg, 1986), Progress in Probability Bd. 20. Boston, MA
: Birkh&user Boston, 1990, S. 101-119 — ISBN 0-8176-3494-0

GATAREK, Dariusz: A note on nonlinear stochastic equations in Hilbert spaces.
In: Statistics & Probability Letters 17 (1993), Nr. 5, S. 387-394. — ISSN 01677152

GATAREK, Dariusz ; GOLDYS, Beniamin: On weak solutions of stochastic equati-
ons in Hilbert spaces. In: Stochastics and Stochastics Reports 46 (1994), Nr. 1-2,
S. 41-51. — ISSN 1045-1129

GAWARECKI, Leszek ; MANDREKAR, Vidyadhar S. ; RICHARD, Phil H.: Existence
of weak solutions for stochastic differential equations and martingale solutions for
stochastic semilinear equations. In: Random Operators and Stochastic Equations
7 (1999), Nr. 3, S. 215-240. — ISSN 0926-6364

GIHMAN, Tosif II'i¢ (GICHMAN, 1.1.) ; SKOROHOD, Anatolij Volodimirovi¢ (SKO-
ROHOD, ANATOLI V.): Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Fun-
damental Principles of Mathematical Sciences|. Bd. 210: The theory of stochastic
processes. 1. English. Berlin : Springer-Verlag, 1980. — viii+574 S. — ISBN
3-540-06573-3. — Translated from the Russian by Samuel Kotz

GobpuNov, Aleksandr Nikolaevic (GODUNOV, A. N.): The Peano theorem in
Banach spaces. In: Akademija Nauk SSSR. Funkcional’nyi Analiz i ego PriloZenija

9 (1974), Nr. 1, S. 59-60. — ISSN 0374-1990

GOROSTIZA, Luis G. ; LEON, Jorge A.: A stochastic Fubini theorem and equi-
valence of extended solutions of stochastic evolution equations in Hilbert space.
In: Random partial differential equations (Oberwolfach, 1989), International Series

173



Literaturverzeichnis

[54]

[55]

[56]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

174

of Numerical Mathematics. Bd. 102. Basel : Birkh&user, 1991, S. 85-94 — ISBN
3-7643-2688-3

GovINDAN, T. E.: Existence and stability of solutions of stochastic semilinear
evolution equations. In: Communications in Applied Analysis 7 (2003), Nr. 1, S.
101-114. — ISSN 1083-2564

HAAK, Bernhard H.: Kontrolltheorie in Banachrdumen wund quadratische
Abschditzungen, Universitat Karlsruhe (TH), Diss., 2004

HaASE, Markus: The Functional Calculus for Sectorial Operators and Similarity
Methods, Universitat Ulm, Diss., 2003

HAASE, Markus: The Functional Calculus for Sectorial Operators. Birkhauser
Verlag, Basel, 2006 (Operator Theory: Advances and Applications 169). — ISBN
3-7643-7697-X

HACKENBROCH, Wolfgang ; THALMAIER, Anton: Stochastische Analysis. Stutt-
gart : B. G. Teubner, 1994 (Mathematische Leitfaden.). — 560 S. — ISBN 3-519-
02229-X.

IKEDA, Nobuyuki ; WATANABE, Shinzo: North-Holland Mathematical Library.
Bd. 24: Stochastic differential equations and diffusion processes. Second. Amster-
dam : North-Holland Publishing Co., 1989. — xvi+555 S. — ISBN 0-444-87378-3

JoHNsON, William B. (Hrsg.) ; LINDENSTRAUSS, Joram (Hrsg.): Handbook of the
geometry of Banach spaces. Vol. I. Amsterdam : North-Holland Publishing Co.,
2001. — x+1005 S. — ISBN 0-444-82842-7

JoHNsoN, William B. (Hrsg.) ; LINDENSTRAUSS, Joram (Hrsg.): Handbook of the
geometry of Banach spaces. Vol. 2. Amsterdam : North-Holland, 2003. — xii+1866
S. — ISBN 0-444-51305-1

KALLENBERG, Olav: Foundations of modern probability. Second. New York :
Springer-Verlag, 2002 (Probability and its Applications (New York)). — xx+638 S.
— ISBN 0-387-95313-2

KArLToON, Nigel J. ; WEIS, Lutz W.: The H*-calculus and square function esti-
mates. — in Vorbereitung

KArToN, Nigel J. ; WEIS, Lutz W.: The H*-calculus and sums of closed operators.
In: Mathematische Annalen 321 (2001), Nr. 2, S. 319-345. — ISSN 0025-5831

KARATZAS, loannis ; SHREVE, Steven E.: Graduate Texts in Mathematics. Bd. 113:

Brownian motion and stochastic calculus. Second. New York : Springer-Verlag,
1991. — xxiv+470 S. — ISBN 0-387-97655-8



[66]

[67]

[69]

[72]

73]

[74]

[76]

Literaturverzeichnis

KATO, Tosio: Abstract evolution equations of parabolic type in Banach and Hilbert
spaces. In: Nagoya Mathematical Journal 19 (1961), S. 93-125. — ISSN 0027-7630

KoLMOGOROV, Andrej Nikolaevic (KOLMOGOROFF, A.): La transformation de
Laplace dans les espaces linéaires. In: C. R. Acad. Sci., Paris 200 (1935), S.
1717-1718

KOTELENEZ, Peter: The Holder continuity of Hilbert space valued stochastic inte-
grals with an application to SPDE. In: Stochastic differential systems (Visegrad,
1980), Lecture Notes in Control and Information Sciences Bd. 36. Berlin : Sprin-
ger, 1981, S. 110-116 — ISBN 3-540-11038-0

KOTELENEZ, Peter: Local behaviour of Hilbert space valued stochastic integrals
and the continuity of mild solutions of stochastic evolution equations. In: Sto-
chastic integrals (Proc. Sympos., Univ. Durham, Durham, 1980), Lecture Notes in
Mathematics Bd. 851. Berlin : Springer, 1981, S. 492-496 — ISBN 3-540-10690-1

KOTELENEZ, Peter: A submartingale type inequality with applications to stocha-
stic evolution equations. In: Stochastics 8 (1982/83), Nr. 2, S. 139-151. — ISSN
0090-9491

KOTELENEZ, Peter: Continuity properties of Hilbert space valued martingales.
In: Stochastic Processes and Applications 17 (1984), Nr. 1, S. 115-125. — ISSN
0304-4149

KOTELENEZ, Peter: A stopped Doob inequality for stochastic convolution integrals
and stochastic evolution equations. In: Stochastic Analysis and Applications 2
(1984), Nr. 3, S. 245-265. — ISSN 07362994

KOTELENEZ, Peter: A maximal inequality for stochastic convolution integrals on
Hilbert spaces and space-time regularity of linear stochastic partial differential
equations. In: Stochastics 21 (1987), Nr. 4, S. 345-358. — ISSN 0090-9491

KOTELENEZ, Peter: Existence, uniqueness and smoothness for a class of function
valued stochastic partial differential equations. In: Stochastics and Stochastics
Reports 41 (1992), Nr. 3, S. 177-199. — ISSN 1045-1129

KryLov, Nikolaj Vladimirovi¢ (KrRyLov, Nikolai V.): An analytic approach to
SPDEs. In: Stochastic partial differential equations: six perspectives, Mathematical
Surveys and Monographs Bd. 64. Providence, RI : Amer. Math. Soc., 1999, S.
185-242 — ISBN 0-8218-0806-0

KUNSTMANN, Peer C. ; WEIs, Lutz W.: Maximal L,-regularity for parabolic
equations, Fourier multiplier theorems and H°°-functional calculus. In: Functional

analytic methods for evolution equations, Lecture Notes in Mathematics Bd. 1855.
Berlin : Springer, 2004, S. 65-311 — ISBN: 3-540-23030-0

175



Literaturverzeichnis

[77]

[78]

[30]

[82]

[83]

8]

[39]

176

KWAPIEN, Stanistaw ; WovczyNskI, Wojbor A.: Random series and stochastic
integrals: single and multiple. Boston, MA : Birkhduser Boston Inc., 1992 (Proba-
bility and its Applications). — xvi+360 S. — ISBN 0-8176-3572-6

LEDOUX, Michel ; TALAGRAND, Michel: Ergebnisse der Mathematik und ihrer
Grenzgebiete (3) [Results in Mathematics and Related Areas (3)]. Bd. 23: Proba-
bility in Banach spaces. Berlin : Springer-Verlag, 1991. — xii+480 S. — ISBN
3-540-52013-9.

LEON, Jorge A.: Stochastic evolution equations with respect to semimartingales
in Hilbert space. In: Stochastics and Stochastics Reports 27 (1989), Nr. 1, S. 1-21.
— ISSN 1045-1129

LINDE, Werner: Probability in Banach spaces—stable and infinitely divisible distri-
butions. Second. Chichester : John Wiley & Sons Ltd., 1986 (A Wiley-Interscience
Publication). — 195 S. — ISBN 0-471-90893-2

LINDENSTRAUSS, Joram ; TzZAFRIRI, Lior: Classics in Mathematics: Classical
Banach Spaces I and II. Berlin: Springer-Verlag, 1996. — ISBN 3-540-60628-9.

LIPCER, Robert Sevilevi¢ (LIPTSER, Robert S.) ; SIRAEV, Al'bert Nikolaevic
(SHIRYAEV, Albert N.): Statistics of random processes. II. New York : Springer-
Verlag, 1978. — x+339 S. — ISBN 0-387-90236-8. — Translated from the Russian
by A. B. Aries

LUNARDI, Alessandra: Analytic semigroups and optimal reqularity in parabolic
problems. Basel : Birkhauser Verlag, 1995 (Progress in Nonlinear Differential Equa-
tions and their Applications, 16). — xviii+424 S. — ISBN 3-7643-5172-1

LUNARDI, Alessandra: A unified approach to semilinear parabolic problems. In:
Dynamical Systems and Applications 4 (1995), Nr. 1, S. 103-123. — ISSN 1056—
2176

LUNARDI, Alessandra: Interpolation Theory. Scuola Normale Superiore Pisa, 1999
(Appunti)

MCcKEAN, Henry P. Jr. ; ITO, Kiyosi: Diffusion Processes and their Sample Paths.
Neudruck der zweiten Auflage von 1974. Springer-Verlag, 1996 (Classics in Ma-
thematics) — xviii+326 S. — ISBN 3-540-60629-7

METIVIER, Michel: de Gruyter Studies in Mathematics. Bd. 2: Semimartingales.
Berlin : Walter de Gruyter & Co., 1982. — xi+287 S. — ISBN 3-11-008674-3.

METIVIER, Michel ; PELLAUMAIL, Jean: Stochastic integration. New York : Aca-
demic Press [Harcourt Brace Jovanovich Publishers|, 1980. — xii+196 S. — ISBN
0-12-491450-0.



[93]

[94]

[96]

[97]

[98]

Literaturverzeichnis

METIVIER, Michel ; VIOT, Michel: On weak solutions of stochastic partial differen-
tial equations. In: Stochastic analysis (Paris, 1987), Lecture Notes in Mathematics
Bd. 1322. Berlin : Springer, 1988, S. 139-150 — ISBN 3-540-19352-9

MIKULEVICIUS, Remigijus ; Rozovsk1, Boris L'vovi¢ (Rozovskirl, Boris L.):
Martingale problems for stochastic PDE’s. In: Stochastic partial differential equa-
tions: sixz perspectives Bd. 64. Providence, RI : Amer. Math. Soc., 1999, S. 243-325
— ISBN 0-8218-0806-0

MIKULEVICIUS, Remigijus ; Rozovsk1y, Boris L'vovi¢ (Rozovskir, Boris L.):
On martingale problem solutions for stochastic Navier-Stokes equation. In: Stocha-
stic partial differential equations and applications (Trento, 2002), Lecture Notes in
Pure and Applied Mathematics Bd. 227. New York : Dekker, 2002, S. 405-415 —
ISBN 0-8247-0792-3

MILLET, Annie ; SMOLENSKI, Wiodzimierz H.: On the continuity of Ornstein-
Uhlenbeck processes in infinite dimensions. In: Probability Theory and Related

Fields 92 (1992), Nr. 4, S. 529-547. — ISSN 0178-8051

NEERVEN, Jan M.A.M.: Lecture Notes in Mathematics. Bd. 1529: The adjoint of a
semigroup of linear operators. Berlin : Springer-Verlag, 1992. — x4+195 S. — ISBN
3-540-56260-5

NEERVEN, Jan M.A.M. ; VERAAR, Mark C.: On the stochastic Fubini theorem in
infinite dimensions. In: Stochastic Partial Differential FEquations and Applications
- VII, Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics Bd. 245. Chapman & Hall/
CRC, 2005, S. 323-336 — ISBN: 978-0-8247-0027-0; 0-8247-0027-9

NEERVEN, Jan M.A.M. ; VERAAR, Mark C. ; WEIs, Lutz W.: Stochastic equations
i UMD Banach spaces. — in Vorbereitung

NEERVEN, Jan M.A.M. ; VERAAR, Mark C. ; WEIS, Lutz W.: Stochastic inte-
gration in UMD Banach spaces. In: Annals of Probability. — akzeptiert — ISSN:
0091-1798.

NEERVEN, Jan M.A.M. ; WEIS, Lutz: Asymptotic behaviour of the linear stocha-
stic Cauchy problem and R-boundedness of the resolvent. In: Journal of Evolution
Equations 6 (2006), S. 205-228. — ISSN: 1424-3199.

NEERVEN, Jan M.A.M. ; WEISs, Lutz W.: Stochastic integration of functions with
values in a Banach space. In: Studia Mathematica 166 (2005), Nr. 2, S. 131-170.
— ISSN 0039-3223

NEERVEN, Jan M.A.M. ; WEIs, Lutz W.: Weak limits and integrals of Gaussian
covariances in Banach spaces. In: Probability and Mathematical Statististics 25

(2005), S. 55-74. — ISSN: 0208-4147.

177



Literaturverzeichnis

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

[107]

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

178

NEIDHARDT, Arnold L.: Stochastic Integrals in 2-smooth spaces, University of
Wisconsin, Diss., 1978

NiICKEL, Gregor: On evolution semigroups and wellposedness of nonautonomous
Cauchy problems., Tiibingen: Univ. Tiibingen, Math. Fak. 91 S. | Diss., 1996

NiIcKEL, Gregor: Evolution semigroups for nonautonomous Cauchy problems. In:
Abstract and Applied Analysis 2 (1997), Nr. 1-2, S. 73-95. — ISSN 1085-3375

ONDREJAT, Martin: Equations d’évolution stochastiques dans les espaces de Ba-
nach: unicités abstraites, propriété de Markov forte, équations hyperboliques, Diss.,
2003

ONDREJAT, Martin: Uniqueness for stochastic evolution equations in Banach
spaces. In: Polska Akademia Nauk. Instytut Matematyczny. Dissertationes Mathe-
maticae. Rozprawy Matematyczne 426 (2004), S. 63. — ISSN 0012-3862

ONDREJAT, Martin: Integral Representation of Cylindrical Local Martingales in
every separable Banach space. 2005. — eingereicht

PAzy, Amnon: Applied Mathematical Sciences. Bd. 44: Semigroups of linear opera-
tors and applications to partial differential equations. New York : Springer-Verlag,
1983. — viii+279 S. — ISBN 0-387-90845-5

PENA, Victor H. ; GINE, Evarist: Decoupling. New York : Springer-Verlag, 1999
(Probability and its Applications (New York)). — xvi+392 S. — ISBN 0-387-98616—
2.

PETTIS, Billy J.: On integration in vector spaces. In: Transactions of the American
Mathematical Society 44 (1938), Nr. 2, S. 277-304. — ISSN 0002-9947

PisSIER, Gilles: Probabilistic methods in the geometry of Banach spaces. In:
Probability and analysis (Varenna, 1985), Lecture Notes in Mathematics Bd. 1206.
Berlin : Springer, 1986, S. 167-241 — ISBN 3-540-16787-0

PROTTER, Philip E.: Applications of Mathematics (New York). Bd. 21: Stochastic
integration and differential equations. Second. Berlin : Springer-Verlag, 2004. —
xiv+415 S. — ISBN 3-540-00313-4.

PRrRUss, Jan: On semilinear parabolic evolution equations on closed sets. In:
Journal of Mathematical Analysis and Applications 77 (1980), Nr. 2, S. 513-538.
— ISSN 0022-247X

RoOGERS, L. C. G. ; WILLIAMS, David: Diffusions, Markov processes, and martin-
gales. Vol. 2. Cambridge : Cambridge University Press, 2000 (Cambridge Mathe-
matical Library). — xiv+480 S. — ISBN 0-521-77593-0.



[114]

[115]

[116]

[117]

[118]

[119]

[120]

[121]

[122]

[123]

[124]

Literaturverzeichnis

RossI, Riccarda ; SAVARE, Giuseppe: Tightness, integral equicontinuity and com-
pactness for evolution problems in Banach spaces. In: Annali della Scuola Normale
Superiore di Pisa. Classe di Scienze. Serie V 2 (2003), Nr. 2, S. 395-431. — ISSN
0391-173X

SCHAUMLOFFEL, Kay-Uwe: White noise in space and time as the time-derivative
of a cylindrical Wiener process. In: Stochastic partial differential equations and
applications, II (Trento, 1988), Lecture Notes in Mathematics Bd. 1390. Berlin :
Springer, 1989, S. 225-229 — ISBN 3-540-51510-0

SCHNAUBELT, Roland: Asymptotic behaviour of parabolic nonautonomous evo-
lution equations. In: Functional analytic methods for evolution equations, Lecture
Notes in Mathematics Bd. 1855. Berlin : Springer, 2004, S. 401-472 — ISBN:
3-540-23030-0.

SEIDLER, Jan: Da Prato-Zabczyk’s maximal inequality revisited. I. In: Academy
of Sciences of the Czech Republic. Mathematical Institute. Mathematica Bohemica
118 (1993), Nr. 1, S. 67-106. — ISSN 0862-7959

SIMON, Jacques: Compact sets in the space LP(0,7; B). In: Annali di Matematica
Pura ed Applicata. Serie IV 146 (1987), S. 65-96. — ISSN 0003-4622

SOBOLEVSKIJ, Pavel Evseevic (SOBOLEVSKII, Pavel E.): Equations of parabolic
type in a Banach space. In: Trudy Moskovskogo Matematiceskogo Obscestva 10
(1961) bzw. American Mathematical Society Translations 49 (1966). — ISSN 0134—
8663

SOBOLEVSKIJ, Pavel Evseevi¢c (SOBOLEVSKII, Pavel E.): Parabolic equations in
a Banach space with an unbounded variable operator, a fractional power of which
has a constant domain of definition. In: Doklady Akademii Nauk SSSR 138 (1961),
S. 59-62. — ISSN 0002-3264

STROOCK, Daniel W. ; VARADHAN, S. R. S.: Grundlehren der Mathematischen
Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical Sciences]. Bd. 233: Mul-
tidimensional diffusion processes. Berlin : Springer-Verlag, 1979. — xii+338 S. —
ISBN 3-540-90353-4

TANABE, Hiroki: On the equations of evolution in a Banach space. In: Osaka
Mathematical Journal 12 (1960), S. 363-376

TANABE, Hiroki: Remarks on the equations of evolution in a Banach space. In:
Osaka Mathematical Journal 12 (1960), S. 145-166

TANABE, Hiroki: Monographs and Studies in Mathematics. Bd. 6: Equations of evo-
lution. Boston, Mass. : Pitman (Advanced Publishing Program), 1979. — xii+260
S. — ISBN 0-273-01137-5. — Translated from the Japanese by N. Mugibayashi
and H. Haneda

179



Literaturverzeichnis

[125]

[126]

127]

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

133

[134]

[135]

[136]

180

TANABE, Hiroki: Monographs and Textbooks in Pure and Applied Mathematics.

Bd. 204: Functional analytic methods for partial differential equations. New York
: Marcel Dekker Inc., 1997. — x+414 S. — ISBN 0-8247-9774-4

TAaNIGUCHI, Takeshi: On sufficient conditions for nonexplosion of solutions to
stochastic differential equations. In: Journal of Mathematical Analysis and Appli-
cations 153 (1990), Nr. 2, S. 549-561. — ISSN 0022-247X

TANIGUCHI, Takeshi: On the estimate of solutions of perturbed linear differential
equations. In: Journal of Mathematical Analysis and Applications 153 (1990), Nr.
1, S. 288-300. — ISSN 0022-247X

TaNIGUCHI, Takeshi: Successive approximations to solutions of stochastic differen-
tial equations. In: Journal of Differential Equations 96 (1992), Nr. 1, S. 152-169.
— ISSN 0022-0396

TRIEBEL, Hans: Monographs in Mathematics. Bd. 78: Theory of function spaces.
Basel : Birkhéuser Verlag, 1983. — 284 S. — ISBN 3-7643-1381-1

TRIEBEL, Hans: Monographs in Mathematics. Bd. 84: Theory of function spaces.
I1. Basel : Birkh&duser Verlag, 1992. — viii+370 S. — ISBN 3-7643-2639-5

TRIEBEL, Hans: Interpolation theory, function spaces, differential operators. Se-
cond. Heidelberg : Johann Ambrosius Barth, 1995. — 532 S. — ISBN 3-335-00420-5

VAKHANIA, Nikolai N. ; TARIELADZE, Vazha I. ; CHOBANYAN, Sergei A.: Mathe-
matics and its Applications (Soviet Series). Bd. 14: Probability Distributions on
Banach Spaces. Dordrecht : D. Reidel Publishing Co., 1987. — xxvi+482 S. — ISBN
90-277-2496-2. — Translated from the Russian and with a preface by Wojbor A.
Woyczynski

VERAAR, Mark C.: Randomized UMD Banach Spaces and Decoupling Inequalities
for Stochastic Integrals. In: Proceedings of the American Mathematical Society. —

ISSN: 0002-9939.

VERAAR, Mark C. ; ZIMMERSCHIED, Jan: Non-autonomous stochastic Cauchy
problems in Banach spaces. eingereicht.

VioT, Michel: Solution en loi d’une équation aux dérivées partielles stochastique
non linéaire: méthode de compacité. In: C. R. Acad. Sci. Paris Sér. A 278 (1974),
S. 1185-1188

VioT, Michel: Solution en loi d'une équation aux dérivées partielles stochastique
non linéaire: méthode de monotonie. In: C. R. Acad. Sci. Paris Sér. A 278 (1974),
S. 1405-1408



[137]

138

[139]

[140]

[141]

[142]

[143]

[144]

[145)

[146]

[147)

Literaturverzeichnis

Viot, Michel: Equations aux dérivées partielles stochastiques: formulation faible.
In: Séminaire sur les Equations aux Dérivées Partielles (1974-1975), 111, Exp. No.
1. Paris : College de France, 1975, S. 16

WALSH, John B.: An introduction to stochastic partial differential equations. In:
Ecole d’été de probabilités de Saint-Flour, XIV—1984, Lecture Notes in Mathema-
tics Bd. 1180. Berlin : Springer, 1986, S. 265-439 — ISBN 3-540-16441-3

WEIs, Lutz W.: Operator-valued Fourier multiplier theorems and maximal L,-
regularity. In: Mathematische Annalen 319 (2001), Nr. 4, S. 735-758. — ISSN
0025-5831

WERNER, Dirk: Funktionalanalysis. 5., erweiterte Auflage. Berlin : Springer-
Verlag, 2005. — xiii+527 S. — ISBN 3-540-21381-3

WLoKA, Joseph: Partielle Differentialgleichungen. Stuttgart : B. G. Teubner,
1982. — 500 S. — ISBN 3-519-02225-7

YAGI, Atsushi: On the abstract evolution equation of parabolic type. In: Osaka
Journal of Mathematics 14 (1977), Nr. 3, S. 557-568. — ISSN 0030-6126

YAGI, Atsushi: Abstract quasilinear evolution equations of parabolic type in Ba-
nach spaces. In: Unione Matematica Italiana. Bollettino. B. Serie VII 5 (1991),
Nr. 2, S. 341-368

YAMADA, Toshio: On the successive approximation of solutions of stochastic diffe-
rential equations. In: Journal of Mathematics of Kyoto University 21 (1981), Nr.
3, S. 501-515. — ISSN 0023-608X

Y OR, Marc: Existence et unicité de diffusions a valeurs dans un espace de Hilbert.
In: Annales de [’Institut Henri Poincaré. Section B. Calcul des Probabilités et
Statistique. Nouvelle Série 10 (1974), S. 55-88 — ISSN: 0020-2347.

YosipA, Kosaku: Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental
Principles of Mathematical Sciences/. Bd. 123: Functional analysis. Sixth. Berlin

: Springer-Verlag, 1980. — xii+501 S. — ISBN 3-540-10210-8

ZIMMERSCHIED, Jan: Stochastische Integration in UMD-Rdumen und Anwendun-
gen, Universitat Karlsruhe (TH), Diplomarbeit, 2002

181



Literaturverzeichnis

182



Stichwortverzeichnis

Symbole
(- ')2700 .............................. 12
D P 12
Boy([0,T); E1) e ovoeeiiei i 135
Ec oo 5
K-Funktional..................... ... 11
Koo 22
L, 7 (v(L2(0, T H),E)) oo 31
T e 6
WAy oo 27
] 13
AT 14
D3P 7
AT o 14
YO, T H E) oo 22
YH E) o 21
A(EF) oo 1
K(EF) oo 1
LEF) oo 1
BO(E) oo 1
Dp(Lo(0,TH)) covoieiiii 22
D 1
A
Algebra
A-Zylinder-...................... 25
B
Banachrédume
mit UMD*-Eigenschaft .......... 4f
mit UMD-Eigenschaft............ 3f
vom Martingaltyp ................ 3
vom Rademacherkotyp........... 2f
Definition....................... 2
vom Rademachertyp............. 2f

Stichwortverzeichnis

Definition....................... 2
Banachraumpaar .................... 11
Beschranktheit

R 6
e 6, 23
C
Cauchyproblem
nichtautonomes.................. 13

klassische Losung . ............. 13

strikte Losung ................. 13

nichtlin. stochastisches autonomes

milde Martingallosung........ 128

mittlere Martingallosung. .. ... 128

schwache Martingallosung . ... 128

starke Martingallosung . ...... 129

stochastisches autonomes

milde Losung .................. 55

mittlere Losung................ 55

schwache Losung............... 55

starke Losung.................. 54

stochastisches nichtautonomes

milde Losung .................. 58

schwache Losung........... 59, 61
E
Evolutionsfamilie

stark stetige............ ... .. ... 14
Evolutionsfamilien.............. 13— 20
analytische ................. 14 - 20

(AT)-Theorie ............. 15 - 19

(KT)-Theorie................. 19f

konstante Definitionsbereiche .. 19
F
Folge

183



Stichwortverzeichnis

Rademacher- ..................... 2
Funktion
Carathéodory-.................. 116
Rademacher- ..................... 2
G
Gaufimafle
in Banachrdumen................ 20
Kovarianzoperator............... 21
Mittelwert....................... 21
zentrierte........ .. ... ... 21
I
Idealeigenschaft ..................... 22
Interpolationsmethode
zuldssige. ... 11
[to-Isometrie
deterministische Integranden.. ... 27
zufillige Integranden............. 31
K
kanonische Komplexifizierung
eines Banachraumes .............. 5
eines Operators................... 6
M
Maf
A-zylindrisches . .............. ... 25
Martingaldifferenzenfolge ............. 3
Martingallosung
milde......................L 128
mittlere .................... L. 128
schwache ....................... 128
starke ... 129
Messbarkeit
H-starke......................... 22
schwache ......................... 2
starke........ ... ...l 1
O
Operatoren
~v-radonifizierende.............. 21 ff

184

sektorielle.................... 710
R
Rademacher
folge ..o 2
~funktion ...l 2
S
Satz
Martingaldarstellungs-........... 34
von Arzela-Ascoli................ 35
von Fubini (stochastisch) ........ 32
von Prohorov.................... 34
von Skorohod.................... 34
stochastische Faltung................ 27
stochastisches Integral
deterministische Integranden..... 26
zuféllige Integranden............. 30
U
Ungleichung
y,decoupling“-................. ... 30
von Hin¢in-Kahane .............. 22
\%\%
Wienerprozess
Q- e 24
(H-)zylindrischer ................ 24
Z
Zufallselement
A-zylindrisches .................. 25
Gauf’sches ............. ... .. ... 21






ISBN-13: 978-3-86644-073-9
ISBN-10: 3-86644-073-1

www.uvka.de



	Vorwort und Danksagung
	Einleitung
	Grundbegriffe
	Bezeichnungen
	Spezielle Klassen von Banachräumen
	Banachräume vom Rademachertyp bzw. -kotyp
	Banachräume vom Martingaltyp 
	Banachräume mit UMD-Eigenschaft
	Banachräume mit UMD-plus- bzw. UMD-minus-Eigenschaft
	Komplexifizierungen

	Sektorielle und R-sektorielle Operatoren
	R-Beschränktheit
	Definition und Beispiel
	H-unendlich-Funktionalkalkül
	Gebrochene Potenzen

	Interpolation in Banachräumen
	Reelle Interpolation
	Stetige Interpolation
	Komplexe Interpolation
	Gebrochene Potenzen und Interpolationsräume

	Evolutionsfamilien
	Analytische Evolutionsfamilien

	gamma-radonifizierende Operatoren
	gamma-Beschränktheit

	Stochastische Integration
	Deterministische Integranden
	Zufällige Integranden

	Weitere nützliche Resultate

	Die Faktorisierungsmethode
	Einleitung
	Der Faktorisierungsoperator
	Abbildungseigenschaften im allgemeinen Fall
	Kompaktheitsresultate im allgemeinen Fall
	Abbildungseigenschaften im analytischen Fall
	Kompaktheitsresultate im analytischen Fall

	Existenz des Hilfsprozesses
	Deterministische Integranden
	Zufällige Integranden

	Die Faktorisierungsgleichung
	Deterministische Integranden
	Zufällige Integranden


	Stochastische nichtautonome Evolutionsgleichungen
	Einleitung
	Verschiedene Lösungsbegriffe im autonomen Fall
	Schwache Lösungen im nichtautonomen Fall
	Der Fall von beschränktem B
	Der Fall von unbeschränktem B

	Pfadregularität im linearen Fall
	Allgemeine Existenz- und Regularitätsergebnisse
	Existenz und Regularität im analytischen Fall
	Beispiele
	Maximale Regularität

	Nichtlineare Gleichungen unter Lipschitzbedingungen
	Allgemeine Existenz- und Regularitätsergebnisse
	Existenz und Regularität im analytischen Fall
	Beispiele
	Anwendungen der maximalen Regularitätsergebnisse

	Nichtlineare Gleichungen unter Taniguchi-Bedingungen

	Martingallösungen stochastischer autonomer Evolutionsgleichungen
	Einleitung
	Verschiedene Lösungsbegriffe
	Allgemeine Existenz- und Regularitätsresultate
	Spezialfall mit banachraumwertigen Wienerprozessen

	Existenz und Regularität im analytischen Fall
	Spezialfall mit banachraumwertigen Wienerprozessen

	Beliebige Anfangsverteilungen
	Beispiele

	Literaturverzeichnis
	Stichwortverzeichnis

