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1 Einleitung

Piezokeramische Werkstoffe ermoglichen durch ihre Kopplung von elektri-
schen und mechanischen Feldern eine Vielzahl von Anwendungen als Sensor
und Aktor. Insbesondere die schnelle Reaktionszeit (Sub-Millisekunden) und
die hohe Prizision in der Verformung (Sub-Nanometer) sind Alleinstellungs-
merkmale der mit diesem Werkstoff hergestellten Systeme. Im Fokus aktueller
Forschung stehen Themen der Energiegewinnung bzw. -speicherung und der
Informationsspeicherung mit Hilfe von piezokeramischen Werkstoffen. Fiir die
Sensor- und Aktor-Anwendung ist die Blei-Zirkonat-Titanat-Keramik (PZT)
auf Grund ihrer guten elektromechanischen Kopplungseigenschaften innerhalb
eines groen Temperaturbereichs der in der Praxis am hiufigsten eingesetzte
piezokeramische Werkstoft.

Der piezokeramische Werkstoff hat im Allgemeinen ein polykristallines Ge-
flige und besitzt nach dem Sinterprozess zunichst keine elektromechanische
Kopplung. Damit diese aufgebaut wird, muss der Werkstoff einen sogenann-
ten Polungsprozess durchlaufen, bei dem grof3e elektrische Felder aufgebracht
werden. Daraus resultieren Dehnungen, die im Vergleich zur spdteren Anwen-
dung wesentlich groBler sind. Diese Belastung kann deshalb eine Schidigung
verursachen, die direkt oder in der spidteren Anwendung zum Versagen fiihrt.
Fiir eine Bewertung der Bauteilzuverlidssigkeit ist es somit entscheidend, die
mechanischen Spannungen moglichst genau zu kennen. Des Weiteren sind
fiir die Funktion piezokeramischer Bauteile sowohl die Richtung als auch der
Betrag der Polarisation im Werkstoff ausschlaggebend. Diese Feldgréen sind
innerhalb eines Bauteils messtechnisch nicht zu ermitteln. Somit ist die Si-
mulation ein entscheidendes Werkzeug fiir die Entwicklung und Optimierung
piezokeramischer Bauteile. Die bisher verfiigbaren, kommerziellen Simulati-
onsprogramme konnen nur das lineare elektromechanische Kopplungsverhalten
wiedergeben. Die Simulation des Polungsprozesses ist damit nicht moglich.
Gleichzeitig setzen diese Programme vom Anwender a priori die Kenntnis des
Polungszustandes voraus, der jedoch selbst fiir einfachste Bauteile nicht bekannt
ist.

Ziel dieser Arbeit ist es, das Hysterese-Verhalten der Piezokeramik auf der ma-
kroskopischen Skala durch ein geeignetes Materialmodell wiederzugeben. Fiir
die Untersuchung unterschiedlichster Problemstellungen soll dieses Material-
modell in eine Finite-Elemente-Umgebung implementiert werden. Dabei muss
das Differentialgleichungssystem, welches das Materialverhalten beschreibt,
sehr oft gelost werden. Deswegen soll ein moglichst effizienter und gleichzei-
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tig stabiler Losungsalgorithmus entwickelt werden. Nach dem Polen kénnen
elektrische Felder innerhalb des Werkstoffes verbleiben, die einen nicht ver-
nachlédssigbaren Beitrag zum Bauteilverhalten liefern. Obwohl die elektrische
Leitfahigkeit der als Halbleiter eingestuften PZT-Keramik sehr gering ist, findet
iiber einen langeren Zeitraum ein Ladungstransport statt. Dieser fiihrt zu einer
zeitabhingigen Verdnderung des elektrischen Feldes, das auf Grund der elektro-
mechanischen Kopplung die mechanischen Felder im Bauteil beeinflusst. Dieses
komplexe Verhalten und damit der Einfluss der elektrischen Leitfidhigkeit, kann
ohne eine Simulation nicht vorhergesagt werden. Ein weiteres Ziel dieser Arbeit
ist deshalb, ein Simulationswerkzeug zur Untersuchung des komplexen elek-
tromechanischen Verhaltens aufzubauen, so dass der Einfluss der elektrischen
Leitfdahigkeit anhand von anwendungsnahen Beispielen dargestellt werden kann.



2 Grundlagen

Zu Beginn wird in Kap. 2.1 auf die grundlegenden Eigenschaften von Ferroelek-
trika eingegangen. Das nichtlineare Materialverhalten wird anschaulich anhand
des Verhaltens einer tetragonalen Einheitszelle abgeleitet. Die daraus resultieren-
den Mechanismen werden in Kap. 2.2 auf die makroskopische Skala iibertragen.
Fiir die Modellierung dieses Werkstoffverhaltens miissen entsprechende Bilanz-
gleichungen der Kontinuumsmechanik beriicksichtigt werden. Diese werden
in Kap. [2.3|dargestellt. Auf Grund der elektromechanischen Kopplung miissen
sowohl das Kriftegleichgewicht als auch die Maxwellschen Gleichungen erfiillt
werden. Die Zusammenfiihrung der beiden Feldgleichungen durch die lineare
Thermodynamik liefert die piezoelektrischen Gleichungen.

2.1 Eigenschaften von Ferroelektrika

Die Ursachen der elektromechanischen Koppelphidnomene von Ferroelektri-
ka werden in diesem Kapitel kurz erliutert. Dies findet auf einer qualitativen
Ebene statt, ohne auf die Festkorperphysik im Detail einzugehen. Fiir eine
detaillierte Betrachtung sei auf die Arbeiten [38, 44,75, 98] verwiesen. Beson-
ders anschaulich lassen sich die Eigenschaften anhand der Einheitszelle dieser
Werkstofte erklidren. Die kristalline Perowskitstruktur von Blei-Zirkonat-Titanat
(PbZrTiO3), abgekiirzt PZT, ist in Abb. [2.1]dargestellt. Bariumtitanat (BaTiO3)
und PZT sind durch ihre guten Kopplungseigenschaften fiir die kommerzielle
Anwendung von besonderem Interesse. PZT ist auf Grund der hoheren Curie
Temperatur (7. = 230°-500°) fiir einen breiteren Anwendungsbereich geeignet.
Oberhalb der Curie-Temperatur, in der Hochtemperaturphase, ist die Einheits-
zelle kubisch und die Ladungsschwerpunkte liegen aufeinander. In dieser Phase
ist das Material paraelektrisch und zeigt keinen piezoelektrischen Effekt. Allein
die Elektrostriktion bewirkt eine Deformation auf Grund eines aufgebrachten
elektrischen Feldes. Diese Deformation ist proportional zum Quadrat des elek-
trischen Feldes und somit unabhingig vom Vorzeichen.

Unterhalb der Curie-Temperatur ist die kubische Phase instabil. Die Verschie-
bung des zentralen Ions fiithrt dazu, dass der positive und der negative Ladungs-
schwerpunkt nicht mehr aufeinander liegen. Je nach Zusammensetzung und
Temperatur kann PZT eine tetragonale, orthorhombische oder rhomboedrische
Kristallstruktur aufweisen. Die zu erwartende Struktur kann anhand des Pha-
sendiagramms in [44] bestimmt werden. Die Position des Zentral-Ions in der
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(a) T > T° kubische Struktur. (b) T < T* tetragonale Struktur.

Abb. 2.1: Perowskitstruktur von PZT oberhalb und unterhalb der
Curie-Temperatur T°.

Einheitszelle ist in Abb. 2.1 fiir eine kubische und eine tetragonale Struktur
dargestellt. Die Trennung der Ladungsschwerpunkte nach dem Phaseniibergang
fiihrt zu einem Dipolmoment, das durch die spontane Polarisation Py beschrie-
ben wird. Damit gekoppelt wird die Einheitszelle tetragonal verzerrt. Dies fiihrt
zu einer spontanen Dehnung, die in der Gro3enordnung von ~1% liegt. Unter
dem Begriff direkter piezoelektrischer Effekt versteht man das Kopplungsphino-
men, bei dem durch das Aufbringen einer mechanischen Spannung proportional
dazu elektrische Ladungen auf der Oberfliche auftreten, die ein elektrisches
Feld erzeugen. Ursache hierfiir ist die Deformation der Einheitszelle, wodurch
die Abstinde der Ladungen sich zueinander veridndern und damit auch die Pola-
risation.

Wird ein elektrisches Feld angelegt, so reagiert der Kristall mit einer Deformati-
on. Dies wird als inverser piezoelektrischer Effekt bezeichnet. Er beruht analog
zum direkten piezoelektrischen Effekt auf einer Verschiebung der Ladungs-
schwerpunkte, der damit einhergehenden Verformung der Einheitszelle und der
Polarisationsidnderung durch das duBlere elektrische Feld. In einer tetragona-
len Einheitszelle ergeben sich fiir das Zentral-Ion sechs Gleichgewichtslagen
entsprechend der sechs Raumrichtungen und damit sechs Richtungen fiir die
spontane Polarisation, siche Abb. @ Keramiken sind ferroelektrisch, wenn es
durch das Aufbringen einer mechanischen bzw. elektrischen Belastung mog-
lich ist, zwischen diesen Richtungen der spontanen Polarisation umzuschalten.
Dieses Verhalten ist in den Abbildungen [2.312.5|fiir unterschiedliche Konfigura-
tionen dargestellt. Die Anderung der spontanen Polarisation auf Grund einer
Druckbelastung ist in Abb. 2.3|dargestellt. Unterhalb einer kritischen mechani-
schen Spannung, der sogenannten Koerzitivspannung o, tritt eine reversible
Gestaltinderung gemif des direkten piezoelektrischen Effekts ein. Die Ande-
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Abb. 2.2: Die sechs Richtungen der spontanen Polarisation auf Grund der Ver-
schiebung des Titanion.

rung der spontanen Polarisation ist schematisch durch die Linge der gelben
Pfeile gekennzeichnet. Zeigt die Richtung der spontanen Polarisation entgegen
der Druckbeanspruchung und iibersteigt diese die Koerzitivspannung, so findet
ein 90°-Umklappen der spontanen Polarisation statt. Die vier in Abb. [2.3(d)
dargestellten Umklapprichtungen der Einheitszelle sind gleich wahrscheinlich.
Fiir den Fall einer Zugbeanspruchung ist in Abb. [2.4] das Verhalten der Ein-
heitszelle dargestellt. Analog zum Verhalten unter Druckbeanspruchung tritt fiir
Zugspannungen unterhalb der Koerzitivspannung der direkte piezoelektrische
Effekt auf. Ist die Richtung der spontanen Polarisation senkrecht zur Zugrich-
tung, so fiithrt eine Zugbeanspruchung zu einem 90°-Umklappen. Auf Grund der
identischen Gestaltdnderung sind zwei Konfigurationen gleichwahrscheinlich.

Abb. 2.3: Anderung der spontanen Polarisation auf Grund einer Druckbelas-
tung.
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Abb. 2.4: Anderung der spontanen Polarisation auf Grund einer Zugbelastung.

Der Einfluss eines mit einem roten Pfeil gekennzeichneten elektrischen Feldes
auf die Einheitszelle ist in Abb.[2.5|dargestellt. Elektrische Felder unterhalb einer
kritischen Stirke, der Koerzitivfeldstirke E€, fithren zu einer Gestaltianderung
gemil des inversen piezoelektrischen Effekts. Elektrische Felder, die groer
als die Koerzitivfeldstirke sind, bewirken eine Umorientierung in Richtung
des elektrischen Feldes. Es sind sowohl 90°-Umklappvorginge als auch 180°-
Umklappvorginge entsprechend der Orientierung des angelegten elektrischen
Feldes moglich. Zeigt die Richtung der spontanen Polarisation in Feldrichtung,
so ist das Verhalten rein reversibel. Das Umklappen der spontanen Polarisation
ist ein irreversibler Prozess, das heiflit nach dem Entlasten bleibt diese Richtung
erhalten.

Bei den in dieser Arbeit betrachteten Ferroelektrika handelt es sich um Ke-

Abb. 2.5: Anderung der spontanen Polarisation auf Grund eines elektrischen
Feldes.



2.1. Eigenschaften von Ferroelektrika 7

ramiken mit einem polykristallinen Aufbau, siche Abb. [2.6] Diese Keramiken
durchlaufen gewohnlich bei ihrer Herstellung einen Sinterprozess. Hierfiir wer-
den Temperaturen weit oberhalb der Curie-Temperatur benétigt. Beim Abkiih-
len kommt es zum Phaseniibergang von der paraelektrischen zur ferroelektri-
schen Phase. Durch die sechs gleich wahrscheinlichen Gleichgewichtslagen, vgl.
Abb. [2.2] bilden sich im Material unterschiedliche Richtungen der spontanen
Polarisation aus. Diese sind zundchst zufillig verteilt. Zur Minimierung von
mechanischen Spannungen und elektrischen Feldern innerhalb eines Korns
bilden sich jedoch Bereiche mit gleicher Polarisationsrichtung. Diese werden als
Doménen bezeichnet und sind in der REM-Aufnahme in Abb. anhand der
einheitlich gestreiften Bereiche zu erkennen. Die Grof3e der Doménen sowie

IKM I PI‘ODe 120 pA
4-Apr-2008 Detector= SE1 EHT=20.60 kV
Mag= 26.880 K X

Abb. 2.6: Mikrostruktur einer PZT-Keramik!.

die KorngroBe sind abhiingig von der gewéhlten chemischen Zusammensetzung
des Materials und der Prozessparameter des Sintervorgangs. Auf Grund der
regellosen Verteilung der Orientierungen der spontanen Polarisationen verhélt
sich das Material makroskopisch, nach Unterschreiten der Curie-Temperatur
isotrop. Die Einheitszelle und die Doménen zeigen jedoch ein ferroelektrisches
Verhalten. Damit das Material auch makroskopisch das gekoppelte elektrome-
chanische Materialverhalten zeigt, miissen die Dominen ausgerichtet werden.
Durch das Anlegen eines elektrischen Feldes oberhalb der Koerzitivfeldstirke
kann die Richtung der spontanen Polarisation gezielt verdndert werden. Eine
schematische Betrachtung des makroskopischen Polungsvorgangs ist in Abb.[2.7]
dargestellt. Durch das Anlegen eines elektrischen Feldes oberhalb der Koerzi-
tivfeldstirke beginnen die Doméinen in eine giinstigere Orientierung zu klappen,

!Tetragonales, undotiertes PZT mit einer chemischen Zusammensetzung 52.5/47.7. Abbildung
zur Verfiigung gestellt von Hans Kungl, KIT TAM-KM
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Abb. 2.7: Schematische Betrachtung des makroskopischen Polungsprozesses.
a) Isotroper Ausgangszustand; b) Umklappen von Dominen und
Bewegung von Dominengrenzen, E > E¢; ¢) Vollstindig gepolter
Zustand, E > E° d) Remanente Dehnung und Polarisation, ohne
elektrisches Feld.

Abb. 2.7(b). Die exakte Orientierung der Doménen in Richtung des elektri-
schen Feldes ist auf Grund der vorhandenen Dominenstruktur nur teilweise
moglich, Abb. 2.7)(c). Somit ist die Dehnung und die Polarisation des Polykris-
talls geringer als die eines ideal ausgerichteten Einkristalls, siehe [62]]. Nach
dem Entlasten verbleibt ein makroskopischer Mittelwert der Dehnung und der
Polarisation im Material, die als irreversible oder remanente Dehnung S' und
Polarisation P' bezeichnet wird, Abb. c). Dieser makroskopische Mittelwert
der spontanen Polarisation ermdglicht den makroskopischen piezoelektrischen
Effekt. An dieser Stelle sei erwihnt, dass die hier gezeigte Modellvorstellung
tiber das Verhalten von Ferroelektrika eine vereinfachte Darstellung ist und im
Detail noch Gegenstand aktueller Forschung. Die teilweise reversiblen Bewe-
gungen von Dominenwiinden beeinflussen ma3geblich die Eigenschaften von
Ferroelektrika, siehe [13, 97]. Des Weiteren liegen kommerziell eingesetzte
PZT-Keramiken auf Grund ihrer chemischen Zusammensetzung an der morpho-
tropen Phasengrenze, siche [44]]. Aus der Koexistenz der sowohl tetragonalen
als auch rhomboedrischen Phase ergeben sich gute Kopplungseigenschaften.
Eine erweiterte Modellvorstellung wird z.B. in der Arbeit von [38, 54, 98]
dargestellt.
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2.2 Makroskopisches Verhalten von
Ferroelektrika

Aus den mikrostrukturellen Anderungen der Domiinenorientierungen durch
duBere Belastungen resultieren auf der makroskopischen Skala Hysteresen. Die-
ses nichtlineare Verhalten wird im folgenden Abschnitt vorgestellt. Nach dem
Sinterprozess liegt ein thermisch depolarisierter Zustand vor. Durch die makro-
skopische Mittelung ist das Material isotrop und es gibt kein elektromechani-
sches gekoppeltes Materialverhalten. Ausgehend von diesem gut definierten
Werkstoffzustand wird das makroskopische Verhalten unter rein elektrischer
und rein mechanischer Belastung in Kap. [2.2.1jund Kap. [2.2.2] zuerst getrennt
voneinander untersucht.

Wihrend des Polungsprozesses von Bauteilen ergibt sich im Allgemeinen eine
gekoppelte elektromechanische Belastung. Deshalb sind Untersuchungen des
Materialverhaltens unter diesen Belastungen fiir die Entwicklung eines Ma-
terialmodells wichtig. Exemplarisch wird die Kopplung von elektrischen und
mechanischen Grofen anhand von zwei Beispielen vorgestellt: der mechani-
schen Depolarisation und einer iiberlagerten koaxialen elektromechanischen
Belastung. Die Verteilung der c-Achsen (siche Abb. 2.1b)) der Einheitszellen

(a) (b) (0

Abb. 2.8: Makroskopische Verteilung der c-Achsen der Einheitszellen anhand
von Piktogrammen. a) Depolarisierter Zustand; b) Vollgepolter Zu-
stand mit makroskopischer Polarisation; c) Texturierte Doménenver-
teilung ohne makroskopische Polarisation.

wird anhand von Piktogrammen wie in Abb. [2.§] dargestellt. Fiir den depo-
larisierten Zustand, siche Abb. [2.8a] sind die c-Achsen gleichmifig in jede
Raumrichtung verteilt. Die rot eingezeichneten Pfeilspitzen, siche Abb. [2.8b]
kennzeichnen eine Vorzugsrichtung der spontanen Polarisation. Dies fiihrt zu
einer makroskopischen Polarisation. Eine geringe Anzahl an dargestellten c-
Achsen, siche Abb. zeigt eine verstirkte Ausrichtung der c-Achsen, woraus
nicht zwangslidufig eine makroskopische Polarisation resultiert.
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2.2.1 Elektrische Belastung

Die dielektrische Hysterese ist schematisch in Abb. [2.9a)dargestellt und zeigt die
Abhingigkeit der Polarisation P vom elektrischen Feld E. Die Schmetterlings-
hysterese in Abb. [2.9b]stellt die Abhingigkeit der Dehnung S vom elektrischen
Feld dar und entspricht der elektromechanischen Kopplung. Beide Hysteresen
charakterisieren das sogenannte ferroelektrische Materialverhalten. Unterhalb
der Koerzitivfeldstirke E€ wird das lineare, reversible Verhalten eines Dielek-
trikums beobachtet. Durch die Gleichverteilung der Doménenorientierungen
ist das makroskopische Materialverhalten isotrop und die Dehnung nicht mit
dem elektrischen Feld gekoppelt, was durch die horizontale Anfangsgerade in
der Schmetterlingshysterese in Abb. [2.9b deutlich wird. Wird die Koerzitiv-
feldstirke iiberschritten, so klappen die Doménen zunehmend in Richtung des
elektrischen Feldes um. Dies fiihrt in Abb.[2.9azu einem deutlichen Anstieg der

(a) Dielektrische Hysterese. (b) Schmetterlingshysterese.

Abb. 2.9: Ferroelektrisches Materialverhalten.

Gesamtpolarisation. Sie setzt sich aus einer wesentlich kleineren reversiblen,
rein dielektrischen Polarisation und einer irreversiblen, remanenten Polarisation
durch das Umklappen der Doméinen zusammen. Die Umorientierung der Do-
minen und das damit verbundene Ausrichten der c-Achsen in eine definierte
Richtung fiihrt zu einem starken Anstieg der Dehnung in Abb. 2.9b] Durch den
damit einhergehenden Aufbau der elektromechanischen Kopplung ergibt sich
zusitzlich eine reversible Dehnung auf Grund des inversen piezoelektrischen
Effekts. Konnen sich keine Doménen weiter ausrichten, ist ein Séttigungszu-
stand erreicht (Punkt 2, in Abb. 2.9). Durch die Ausrichtung der Doménen
ist die elektromechanische Kopplung vollstindig aufgebaut und das Material
verhdlt sich linear. Wird das elektrische Feld entfernt, verbleiben eine remanente
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Polarisation P**' und eine remanente Sittigungsdehnung S ** im Material. Fiir
den Aktor- und Sensor-Betrieb ist dieser gepolte Zustand des Materials von
besonderem Interesse, da hier ein nahezu linearer Zusammenhang zwischen
dem elektrischen Feld, der Dehnung und der Polarisation vorliegt. Erneutes
Umklappen der Doménen findet erst bei einem hinreichend groBen elektrischen
Feld in entgegengesetzter Richtung statt (Punkt 3, in Abb.[2.9). Die Verteilung
der c-Achsen ist breiter gestreut und somit reduzieren sich die Dehnung und
die Polarisation bis zum Erreichen der negativen Koerzitivfeldstirke. Erst nach
dem Unterschreiten der negativen Koerzitivfeldstirke findet eine Ausrichtung
der Dominen in Richtung des elektrischen Feldes statt. Die Polarisation in
negativer Richtung fiihrt auf Grund der Orientierung der c-Achsen zu einer Zu-
nahme der Dehnung. Allein die Ausrichtung der c-Achsen ist fiir die Dehnung
malgeblich, nicht die Richtung des Polarisationsvektors. Hieraus resultiert die
Spiegelsymmetrie der Schmetterlingshysterese beziiglich E = 0. Analog zu der
Belastung in positiver Richtung wird ein Sattigungswert erreicht, ab dem das
Materialverhalten linear piezoelektrisch ist (Punkt 4, in Abb. [2.9). Durch eine
weitere Lastumkehr entstehen die geschlossene dielektrische Hysterese und die
Schmetterlingshysterese.

2.2.2 Mechanische Belastung

Ausgehend vom thermisch depolarisierten Zustand wird das Verhalten der Fer-
roelektrika unter rein mechanischer Belastung untersucht. Diese Belastung kann
abhédngig von Betrag und Richtung ein 90°-Umklappen von Doménen verur-
sachen. Den Einfluss einer einachsigen, mechanischen Spannung o auf die
Dehnung S zeigt die sogenannte ferroelastische Hysterese. Diese ist schema-
tisch in Abb. 2.10|fiir Zug- und Druckbelastung dargestellt. Eine experimentelle
Verifikation dieser hier abgebildeten Hysterese ist schwierig, da die Zugfestig-
keit einer PZT-Keramik unterhalb der fiir das Erreichen des Sittigungszustandes
notwendigen Zugspannung liegt. Druckspannungen, die fiir das Erreichen der
Séattigung notwendig sind, fithren meist nicht zum Versagen der Keramik. Fiir
Druckspannungen unterhalb der Koerzitivspannung o verhilt sich der Polykris-
tall makroskopisch linear elastisch, sieche Abb. Erst beim Uberschreiten
der Koerzitivspannung beginnen die 90°-Umklappvorginge der Doménen. Die
c-Achsen der Einheitszelle orientieren sich moglichst senkrecht zur Belastungs-
richtung. Dies fiihrt zu einer negativen irreversiblen, remanenten Dehnung in
Belastungsrichtung. Im Spannungs-Dehnungs-Diagramm sinkt die makrosko-
pische Elastizitit des Materials, so lange diese Umklappvorginge stattfinden.
Dieses nichtlineare Verhalten stoppt, wenn die Doménen vollstindig ausge-
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Abb. 2.10: Ferroelastische Hysterese.

richtet sind (Punkt 2 in Abb. 2.10)). Danach verhilt sich das Material wieder
steifer und anniherungsweise linear elastisch. Im Unterschied zum ferroelektri-
schen Materialverhalten gibt es beim Umklappen der Doménen keine eindeutige
Vorzugsrichtung, da mehrere Richtungen gleich wahrscheinlich sind. Daraus
resultiert eine Verteilung der spontanen Polarisation, so dass sich keine ma-
kroskopische Polarisation und damit auch keine elektromechanische Kopplung
ergibt. Nach der Entlastung verbleibt im Material eine irreversible, remanente
Dehnung, die sogenannte Sittigungsdehnung S ¢, vgl. Abb. Wird die
Belastungsrichtung gedreht und eine Zugspannung aufgebracht, so beginnen die
Dominen nach dem Uberschreiten der positiven Koerzitivspannung ihre Orien-
tierung zu verdandern. Es handelt sich wieder um 90°-Umklappvorginge, die zu
einer Dehnungsdnderung und somit zu einem nichtlinearen Verlauf fiihren. Die
Domainen klappen parallel zur Zugbelastung um. Da gleich wahrscheinliche
Richtungen existieren, entsteht keine makroskopische Polarisation. Ist der ge-
sattigte Zustand erreicht (Punkt 3 in Abb. 2.10)), verhilt sich das Material linear
elastisch. Nach dem Entlasten verbleibt die remanente Sittigungsdehnung S 5
im Material.

In der schematischen Darstellung in Abb. 2.10] wird zwischen der Sittigungs-
dehnung unter Druck- und Zugbelastung unterschieden. Fiir einen tetragonalen
Einkristall, der in die Belastungsrichtung orientiert ist, erwartet man auf Grund
der doppelten Anzahl an méglichen Gleichgewichtslagen unter Druckbelastung
im Vergleich zur Zugbelastung (sieche Abb. [2.4]im Vergleich zur Abb.[2.3)) das
Verhiltnis von 1:2 zwischen der Sittigungsdehnung unter Druck- und Zugbe-
lastung. Nichtlineare Simulationen eines Polykristalls mit einer tetragonalen
Einheitszelle in [23] zeigen ein Verhiltnis der Sattigungsdehnung in der ferro-
elastischen Hysterese von 1:1.3, siehe Kap. @.1.3]
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2.2.3 Gekoppelte elektromechanische Belastung

Nachdem bisher das Verhalten unter rein mechanischer oder rein elektrischer
Belastung betrachtet wurde, wird in diesem Abschnitt das Verhalten unter
gekoppelten elektromechanischen Beanspruchungen untersucht. Die hierfiir
notwendigen Experimente sind schwieriger durchzufiihren, da fiir das Erzeugen
einer homogenen, einachsigen mechanischen Belastung meist grof3ere Proben
verwendet werden. Auf Grund der Abmessungen ist eine Hochspannungsquelle
notwendig, damit ausreichend groBe elektrische Felder erzeugt werden konnen.
Deshalb sind nur wenige Messdaten verfiigbar. In der Arbeit von [108]] sowie in
spateren Veroffentlichungen [[111}[112]] wird die Komplexitit dieser Versuche
dargestellt und das hier schematisch dargestellte elektromechanische Verhalten
experimentell untersucht.

. B
Ss:a ¢ ESsat S

sat
2F* =

\% o / P

7

-&
—0ofl ! ‘ | | —o

(a) Polarisation iiber der Druckbeanspru- (b) Dehnung iiber der Druckbeanspru-
chung. chung.

Abb. 2.11: Mechanische Depolarisation.

Die mechanische Depolarisation ist ein Versuch, bei dem eine elektrische und
eine mechanische Belastung hintereinander geschaltet sind. Im ersten Schritt
wird das Material durch ein elektrisches Feld gepolt und danach mit einer
mechanischen Druckspannung koaxial belastet. Schematisch ergeben sich die
in Abb. dargestellten Verldufe der Polarisation und der Dehnung iiber der
Druckspannung. Der horizontale Verlauf von Punkt 1 zu Punkt 2 zeigt den
Polungsprozess und die damit verbundene Anderung der Polarisation und der
Dehnung. Durch Wegnahme des elektrischen Feldes verbleiben die Séttigungs-
polarisation P*" und die Sittigungsdehnung S im Material. An Punkt 2 startet
die Druckbelastung. Das Material verhilt sich bis zu Punkt 3 linear und reversi-
bel. Nach dem Uberschreiten eines Grenzwertes setzen 90°-Umklappprozesse
ein, wobei sich die Dominen in eine Ebene senkrecht zur Beanspruchung
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umorientieren. Diese Neuorientierung der c-Achsen verursacht eine nichtlineare
Reduktion der Dehnung. Da gleich wahrscheinliche Richtungen vorhanden sind,
reduziert sich durch die makroskopische Mittelung die Polarisation. Sind die
Domainen vollstindig umorientiert, kann die Polarisation nicht weiter abnehmen
(siche Punkt 4 in Abb. 2.1Ta). Das Spannungs-Dehnungs-Verhalten ist deshalb
ab Punkt 4 linear elastisch.

i

I

Abb. 2.12: Schmetterlingshysterese mit iiberlagerter Druckspannung.

Fiir die Modellierung von Ferroelektrika ist es erforderlich, den Einfluss einer
tiberlagerten elektromechanischen Belastung auf das Umklappverhalten von Do-
minen zu kennen. Dieses Verhalten kann beispielsweise durch die Uberlagerung
einer konstanten Druckbeanspruchung mit einem sich zyklisch verdndernden
elektrischen Feld in koaxialer Richtung untersucht werden. Hieraus ergeben sich
fiir unterschiedliche mechanische Spannungen (||0'B|| < ||0'C||) die in Abb.
gezeigten schematischen Verlidufe. Die mechanische Druckspannung behin-
dert das Umklappen der Dominen. Somit kommt es nicht nur zu einer reinen
vertikalen Verschiebung der Schmetterlingshysterese. Die Hysterese wird in
Abhingigkeit der mechanischen Spannung auch gestaucht. Fiir groBe mecha-
nische Spannungen ist keine Hysterese mehr zu beobachten und es gibt keine
elektromechanische Kopplung.

2.3 Grundgleichungen der Elektromechanik

Fiir die Modellierung des Verhaltens von piezoelektrischen Strukturen ist es
notwendig, sowohl die Beziehungen der Elastostatik als auch die Beziehungen
der mechanischen Statik zu erfiillen. Unter den getroffenen Annahmen, welche



2.3. Grundgleichungen der Elektromechanik 15

in den folgenden Abschnitten erldutert werden, ergibt sich zunéchst keine direkte
Kopplung der Bilanzgleichungen der Mechanik und der Elektrostatik. Deswegen
werden diese in Kap. 2.3.T] und Kap. [2.3.2] separat voneinander vorgestellt.
Erst die lineare Thermodynamik in Kap. [2.3.3| fiihrt zu den piezoelektrischen
Gleichungen und zu einer Formulierung des elektromechanisch gekoppelten
Gesamtpotentials.

2.3.1 Grundgleichungen der Elastostatik

Fiir eine umfassende Herleitung der Beziehungen der Kontinuumsmechanik
sei auf die in grofler Vielfalt verfiigbare Grundlagenliteratur der Mechanik
verwiesen [37, 91, 95]]. Bei den in dieser Arbeit untersuchten Ferroelektrika
handelt es sich um keramische Werkstofte, die nur geringe Verformungen zulas-
sen. Deswegen beschrinkt sich die Darstellung auf den geometrisch linearen
Fall. Die elektrisch oder mechanisch induzierten Verzerrungen in Ferroelektrika
sind in der Groenordnung von einigen Promille, siehe Kap. 2.1} Der durch
die Anwendung der geometrisch linearen Theorie entstehende Fehler kann als
vernachlidssigbar angesehen werden. Der symmetrische Dehnungstensor

S = (gradﬁ + (grad ﬁ)T) (2.1)

| =

ergibt sich aus dem Verschiebungsgradienten. Ist das Verschiebungsfeld d be-
kannt, konnen durch das Differenzieren die sechs unabhédngigen Groflen des
Dehnungstensors berechnet werden. Das Gesetz der Impulserhaltung

ot =divo+f? (2.2)

kann im statischen Fall § = & = 0 vereinfacht werden. Gewichtskrifte werden in
dieser Arbeit vernachldssigt, konnen aber in der Volumenkraft f73 beriicksichtigt
werden. Aus der geforderten Drehimpulserhaltung lésst sich die Symmetrie

o-o0' =0 (2.3)

des Spannungstensors o ableiten. Diese Symmetrie kann in der Elektrome-
chanik durch die ponderomotorische Kraft, siehe [67], verletzt werden. Eine
Einschitzung iiber deren Einfluss wird in [47] gegeben. Fiir typische ferroelek-
trische PZT-Keramiken ist der Betrag des schiefsymmetrischen Anteils des
Spannungstensors in der GroBenordnung von 1 MPa !'. Im Vergleich zu den

'Im voll gepolten Zustand und bei zweifacher Koerzitivfeldstirke.
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symmetrischen Anteilen des Spannungstensors kann die ponderomotorische
Kraft deswegen vernachldssigt werden.

2.3.2 Grundgleichungen der Elektrostatik (Maxwellsche
Gleichungen)

Die Maxwellschen Gleichungen werden von vielen Physikern auf Grund ihrer
,,Schonheit und Symmetrie* bewundert! [30]. Diese Gleichungen verbinden
auf elegante Weise die elektrischen, magnetischen und optischen Phinomene.
Die Grundlagen sind in [80] anschaulich dargestellt und [20, 67] liefern eine
umfassende Beschreibung im Kontext der Kontinuums-Mechanik. An dieser
Stelle werden diese in differentieller Schreibweise vorgestellt,

- —

- 2 aD =2, aB
H= — (24 , E=— 2.
rot J+ o (2.4) rot o (2.5)

divD = ¢° (2.6) » divB=0 (2.7)

mit den elektrischen und magnetischen Feldern E bzw. H, der dielektrischen
Verschiebung D, der magnetischen Flussdichte B, der volumenspezifischen
Ladungsdichte ¢ und dem elektrischen Strom J. Das System aus gekoppelten
Differenzialgleichungen ermdglicht eine vollstindige Beschreibung der elek-
tromagnetischen Felder. Die Konsequenzen der Maxwellschen Gleichungen
konnen wie folgt zusammengefasst werden: Elektrische Strome und die zeitli-
che Anderung der dielektrischen Verschiebung erzeugen Wirbel im Magnetfeld,
Gl. (2.4). Die zeitliche Anderung der magnetischen Induktion beeinflusst wie-
derum das elektrische Feld, Gl. (2.5). Elektrische Ladungen sind Quellen und
Senken der dielektrischen Verschiebung, Gl. (2.6). Im Gegensatz dazu existie-
ren keine magnetischen Elementarladungen, d.h. die magnetische Induktion ist
quellfrei, Gl. (2.7).

Fiir die Beschreibung des Materialverhaltens von Ferroelektrika konnen die
Maxwellschen Gleichungen mafigeblich vereinfacht werden. Auf Grund der
elektromechanischen Kopplung bei ferroelektrischen Materialien fiihrt eine

'Boltzmann stellte in Bewunderung der Maxwellschen Gleichungen als Motto iiber seine
<Vorlesung iiber Maxwells Theorie> das Goethewort ,,War es Gott, der diese Zeichen
schrieb ? “ voran [30]].
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zeitliche Anderung der Verschiebung zu einer zeitlichen Anderung des elektri-
schen Feldes. Die zeitliche Verinderung des elektrischen Feldes liegt dabei weit
unterhalb der Lichtgeschwindigkeit. Deshalb werden Effekte aus der Relativi-
titstheorie vernachldssigt und es wird von einem quasi stationdren elektrischen
Feld ausgegangen. Ferroelektrische Keramiken gehoren zu der Gruppe der
Halbleiter und besitzen einen hohen spezifischen elektrischen Widerstand. Auf
Grund der hohen elektrischen Felder findet dennoch ein Ladungstransport statt.
Die elektrischen Strome und die sich daraus ergebende zeitliche Anderung des
elektrischen Feldes sind auf Grund des hohen elektrischen Widerstandes gering.
Eine elektromagnetische Wechselwirkung kann somit vernachlissigt werden.
Die quasi-elektrostatischen Maxwellschen Gleichungen vereinfachen sich zu

divD = qF , (GauB3’sches Gesetz) (2.8)
rotE = 0 , (Faraday’sches Gesetz) (2.9)

- oqF
div] + % =0 , (Ladungserhaltung) . (2.10)

Fiir die Beschreibung des elektrischen Feldes ist eine Definition der potentielle
Energie, dem skalaren elektrischen Potential ¢, hilfreich. Das elektrische Feld

E = —gradg (2.11)

berechnet sich aus dem negativen Gradienten' des elektrischen Potentials. Bil-
det man die zeitliche Ableitung des Gauf3’schen Gesetzes Gl. (2.8)) und setzt
dieses in das Gesetz der Ladungserhaltung Gl. (2.10) ein, so ergibt sich die
Bilanzgleichung

oD
div|—+J|=0 , 2.12
1V(at+) ( )

in der die Stromdichte der freien Ladungen J und der Verschiebungsstrom D
addiert werden. Die volumenspezifische Ladungsdichte g wurde eliminiert,
kann jedoch entsprechend der Gl. (2.8)) aus der dielektrischen Verschiebung
berechnet werden. Der Zusammenhang zwischen dem elektrischen Strom und
dem elektrischen Feld wird anhand konstitutiver Gleichungen (z.B. dem ohm-
schen Gesetz) wiedergegeben.

Betrachtet man die Ferroelektrika als idealen Nichtleiter, so wird der elektrische
Strom bzw. die zeitliche Anderung der Ladungsdichte a vernachlidssigt. Meist

'Das negative Vorzeichen tritt auf, weil das elektrische Feld vom positiven Potential in
Richtung des negativen Potentials weist. Der Gradienten-Operator zeigt allerdings in die
umgekehrte Richtung.
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werden Fremdladungen nicht beriicksichtigt und damit vereinfachen sich die
acht gekoppelten Differentialgleichungen (2.5))-(2.6) zu zwei skalaren Gleichun-
gen

divD =0 und E=-gradp . (2.13)

Die Abhingigkeit des elektrischen Feldes vom negativen Gradienten des elek-
trischen Potentials wird in Analogie zur Beziehung zwischen Dehnung und
Verschiebung in Gl. (2.1) als eine kinematische Beziehung betrachtet. Somit
reduziert sich die Elektrostatik auf das Losen einer Differenzialgleichung.

2.3.3 Thermodynamik der linearen Piezoelektrizitat

Die in diesem Kapitel dargestellte lineare Thermodynamik von piezoelektri-
schen Festkorpern dient der Herleitung der piezoelektrischen Grundgleichungen
und erklédrt damit die elektromechanische Kopplung. Umfassender ist die Ther-
modynamik der Piezoelektrizitét in den Arbeiten von [20, 34, 67]] dargestellt.
Insbesondere wird in diesen Arbeiten die Thermodynamik unter Beriicksichti-
gung der elektromagnetischen Kopplung bei groBen Deformationen hergeleitet.
Ausgangspunkt ist der erste Hauptsatz der Thermodynamik, d.h.

dU =dW +dQ (2.14)

der die Bilanz zwischen der inneren Energie U eines Systems mit der Summe aus
der zugefiihrten Wirmemenge Q und der verrichteten Arbeit W beschreibt. Die
Arbeit W wird in einen mechanischen Anteil W™" und in einen elektrischen
Anteil W zerlegt:

dWmech dWel Ll'Q
~— = - =2 2
dU=0:dS+ E-dD+E-J-divg+pr . (2.15)

Die Anderung der Wirmemenge ergibt sich aus der Wirmezufuhr pr und dem
Wirmeflussvektor §. Wie auch bei der Herleitung der Bilanzgleichungen in
Kap. 2.3 werden elektromagnetische Krifte und die ponderomotorische Kraft
nicht beriicksichtigt. Die Clausius-Duhem-Ungleichung

dn i r
— +div|=]-p=2>0 2.16
pt w(@) Py = (2.16)

ist eine lokale Darstellungsweise des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik
mit der absoluten Temperatur @ und der volumenspezifischen Entropie pn. Mit
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Hilfe der Legendre-Transformation
F=U-pn® (2.17)

wird die Freie-Energie-Funktion F aus der inneren Energie U abgeleitet. Durch
Einsetzen von Gl. (2.17) und GI. (2.15)) in die Clausius-Duhem-Ungleichung

Gl. (2.16) ergibt sich
—dF+0:dS+ E-dD+E-T-pn-do>0 . (2.18)

Die Theorie der Thermopiezoelektrizitit wird in [28] fortgefiihrt. Wir beschrin-
ken uns auf adiabate Systeme und isotherme Prozesse. Folglich ist die Tempe-
raturverteilung @(x, f) konstant, d.h. die zeitliche Anderung d® = 0. Die freie
Energie F kann als eine Funktion von den unabhéngigen Variablen S und D
definiert werden:

ds + 8—Ij
) oD

F=F@S,D) ,mit dF= oF

= ap . 2.19
35S (2.19)

S

Durch das Einsetzen der Differentialgleichung (2.19)) in die Clausius-Duhem-
Ungleichung Gl. (2.18),

( oF
U__

il

>0 2.20
m >0 , (2.20)

)dS+(E—a—f
B oD

)dﬁ+ﬁ-
S
ergibt sich die Definition der abhéingigen Variablen, der mechanischen Spannung
und des elektrischen Feldes, mit

L OF
’ E = —=
oD

_oF

7= s

(2.21)

S

B
Die tiefgestellten Groen kennzeichnen dabei die jeweils bei der Differentiation
konstant gehaltenen Variablen. Des Weiteren muss die Bedingung

E-J>0 (2.22)

durch die konstitutiven Gleichungen erfiillt werden. Der elektrische Strom kann
durch das ohmsche Gesetz

—l
[l
)
pull

(2.23)
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berechnet werden. Dieser Tensor € kann im einfachsten Fall isotrop, durch
Q=01 (2.24)

mit dem spezifischen elektrischen Widerstand 2 aufgebaut werden. Das totale
Differential der abhidngigen Variablen in Gl. (2.21)), die als thermodynamische
ZustandsgroBen bezeichnet werden,

A

2F 2F , ,
do =2 LN I S _dS+ 971 4 (2.25)
0808 B 0SOD S oS D oD S
L F oF L, OE E| o
dE = — dS+ ——| dD==—| dS+—| dD (2.26)
oDoS Is oDAD|s S |5 dD|g

ergibt die allgemeine Form der reversiblen konstitutiven Gleichungen. Durch
die Definition der Materialtensoren

OF oo
D _ = — 2.27
0SoS|y ~ oSls (2.27)
2f E
h=— aﬁ __OE (2.28)
oDoSls  IS|;
PE oE
= —| == (2.29)
oDoD s dD|g

erhilt man fiir konstante Tensoren die linearen piezoelektrischen Gleichungen

c?:S-h-D (2.30)

g =
E=-h":S+8-D. (2.31)
Der Tensor vierter Stufe CP ist der Elastizititstensor bei konstanter dielektri-
scher Verschiebung und B bezeichnet den zweistufigen Impermittivititstensor
bei konstanter Verzerrung. Das piezoelektrische Modul h, ein Tensor drit-
ter Stufe, beschreibt die Kopplung zwischen elektrischem und mechanischem
Materialverhalten. Die Symmetrie der Materialtensoren ergibt sich aus der
Vertauschbarkeit der partiellen Differentiationen in GI. (2.27)) bis Gl. (2.29), d.h.

Ciu=Cuaij » hip=hij » Bij=Bji - (2.32)
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Des Weiteren lisst sich
Ciiu=Clia »  hije = hjix (2.33)

aus der Symmetrie von Dehnungstensor und Spannungstensor ableiten. Im all-
gemeinsten Fall ergeben sich somit 21 elastische, 18 piezoelektrische und 6
dielektrische Konstanten. Die Anzahl der Konstanten lédsst sich durch die Aus-
nutzung von Symmetrien innerhalb der Kristallstruktur ma3geblich reduzieren.
Die einfachste Darstellung der elektromechanisch gekoppelten inneren Energie
hat eine quadratische Form

1
2

-

F= S:CD:S—]h-f):S+§D-,B-f) (2.34)
und durch Einsetzen der piezoelektrischen Gleichungen entsprechend Gl. (2.30)
und Gl. (2.31]) ergibt sich:

ﬁ:%(a:5+ﬁ-f)) : (2.35)

Fiir experimentelle Untersuchungen ist das elektrische Feld als unabhingige
Variable meist leichter messbar bzw. regelbar. Auch fiir die Losung des elek-
tromechanischen Problems im Rahmen der Finite-Elemente-Methode kann
die Anzahl der Freiheitsgrade reduziert werden, wenn das elektrische Feld als
unabhiéngige Variable definiert wird. Mit Hilfe der Legendre-Transformation
konnen die unabhingigen Variablen (S ,E), S ,13), (O',E) und (O',f)) getauscht
werden. Hieraus ergeben sich die entsprechenden Energiepotentiale. Aus der
Gibbs’schen freien Enthalpie

G=F-E-D (2.36)

lasst sich die sogenannte ,,e-Form* der piezoelektrischen Gleichungen entspre-
chend

K

= — -

D=el:S+ g! -E (2.37)

o= (DD—hT-,B‘l-h]:S—[,B‘I-h]-E (2.38)
C

mit der mechanischen Dehnung und dem elektrischen Feld als freie Zustandsva-
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riablen ableiten. Die ,,d-Form* der piezoelektrischen Gleichungen

K-
ﬁ=d20'+[K+<BI(D_II(BT]E (2.39)
S=C':0+ [@_1 : eT] E (2.40)

—_
dT

kann auf Grund der intensiven' GroBen auf der rechten Seite fiir den Vergleich
unterschiedlich groBer Systeme vorteilhaft sein. Dabei enthilt Gl. den
direkten piezoelektrischen Effekt und GI. den indirekten Piezoeffekt. Ins-
gesamt ergeben sich vier Darstellungsformen der piezoelektrischen Gleichungen
und der thermodynamischen Potentiale, siehe [[15, 43]], die direkt ineinander
iberfiihrt werden konnen.

'Bei unterschiedlicher GroRe des betrachteten Systems éndern sich intensive Zustandsgrofen
nicht.
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3 Finite-Elemente-Formulierung

Mathematisch konnen viele physikalische Sachverhalte mit Hilfe von orts-
und zeitabhédngigen partiellen Differentialgleichungen beschrieben werden. Die
Herleitung einer analytischen Losung ist jedoch schon fiir einfachste Problem-
stellungen, wenn moglich, aufwendig und fiir eine komplexe Geometrie meist
nicht moglich. Fiir die Losung solcher Problemstellungen werden numerische
Losungsverfahren eingesetzt. Die wohl verbreitetste Methode ist die Finite-
Elemente-Methode (FEM). Urspriinglich fiir die Losung von strukturmechani-
schen Problemen entwickelt, ist diese Methode heute in nahezu jeden Bereich
der Physik vorgedrungen. Umfangreiche Literatur ist verfiigbar; empfehlenswert
sind die vielzitierten Standardwerke [3} |89, [103]].

Die Variationsformulierung des elektromechanischen Gleichgewichtes wird in
Kap. hergeleitet und in Kap. wird auf die Losung der Variationsformu-
lierung im Rahmen der Finite-Elemente-Methode eingegangen.

3.1 Variationsformulierung des
elektromechanischen Gleichgewichtes

Ausgangspunkt fiir die Finite-Elemente-Implementierung ist die Variationsfor-
mulierung des Randwertproblems. Das gekoppelte elektromechanische Problem
wurde erstmals von [2] basierend auf einem vierknotigen Tetraeder-Element im-
plementiert und damit das lineare piezoelektrische Verhalten modelliert. Diese
Vorgehensweise ist immer noch die Grundlage fiir nahezu alle Implementierun-
gen und wird deswegen in dieser Arbeit als ,,Standardformulierung* bezeichnet
und in Kap. [3.1.T] hergeleitet. Die Ferroelektrika werden hierbei als perfekte
Isolatoren betrachtet. Daraus resultieren die Freiheitsgrade des Verschiebungs-
vektors 4 und das skalare elektrische Potential ¢. Diese Formulierung fiihrt zu
einer schlecht konditionierten Steifigkeitsmatrix in der FE-Methode. Um die
sich daraus ergebenden numerischen Schwierigkeiten beim Losen zu vermeiden,
wird eine gestaffelte Losungsmethode angewendet. Hierbei werden die jeweili-
gen Gleichgewichtsbedingungen getrennt voneinander gelost, siche z.B. [23]].
Die Schmetterlingshysterese, vergl. Abb.[2.12] ist jedoch nur ein Beispiel fiir
eine starke Kopplung zwischen den mechanischen und den elektrischen GréBen,
wenn ein nichtlineares Materialverhalten untersucht wird. Auf Grund dieser
starken Kopplung ist ein gestaffeltes Losungsverfahren nicht geeignet.
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Das Losen des elektromechanischen Gleichgewichts mit Hilfe von hybriden
Elementformulierungen wird in [93] vorgestellt und fiir ein lineares Material-
verhalten auf dessen Vorteile untersucht. Die Arbeit von [58]] beschiftigt sich
mit der Stabilitdt der Losung der elektromechanischen Gleichgewichtsformulie-
rung auch fiir ein nichtlineares Materialmodell. Es wird anhand eines iterativen
Losers gezeigt, dass fiir bestimmte Materialparameter die Losung nicht stabil
ist. Deshalb wird eine neue Formulierung mit Hilfe eines Vektorpotentials vor-
geschlagen. In dieser Formulierung ist die Steifigkeitsmatrix positiv definit, d.h.
die gespeicherte innere Energie fiir beliebige Kombinationen von Dehnungen
und elektrischen Feldern ist immer grof3er null. Somit existiert fiir dieses Glei-
chungssystem ein globales Minimum, wihrend fiir das Randwertproblem mit
skalarem Potential die Losung einen Sattelpunkt, siehe [[71, 88]], darstellt. In der
Vektorpotential-Formulierung konnen die elektrischen Randbedingungen nicht
wie im Experiment durch ein elektrisches Potential aufgebracht werden. Ins-
besondere fiir dreidimensionale Probleme fiihrt dies zu Schwierigkeiten, siehe
[24]. Ein Ausweg ist die Variationsformulierung von [27], welche zusitzlich
zum Verschiebungsvektor i, der dielektrischen Verschiebung D auch das elek-
trische Potential ¢ als Freiheitsgrad hinzufiigt. Diese Variationsformulierung
wird in Kap. vorgestellt. Somit konnen die Randbedingungen identisch zur
Standardformulierung aufgebracht werden. In beiden Formulierungen [27, 58]
wird das elektrische Feld nicht als negativer Gradient des elektrischen Potentials
berechnet, sondern aus den konstitutiven Gleichungen. Die hybride Formulie-
rung von [27] wird in der Dissertation von [33] verwendet, allerdings wird
die dielektrische Verschiebung in einem nachfolgenden Schritt ,,kondensiert®.
Hierdurch bekommt man die gleiche Anzahl an Freiheitsgeraden wie in der
Standardformulierung und nutzt andere konstitutive Beziehungen, wodurch das
globale Problem andere Eigenschaften besitzt. In der Arbeit von [69] wird die
hybride Formulierung von [27] fiir die Entwicklung von zuverlédssigen piezo-
elektrischen Schalenelementen genutzt. Ziel dieser Arbeit ist es, die hybride
Formulierung zu modifizieren und damit die elektrische Leitfihigkeit zu be-
riicksichtigen. Diese Vorgehensweise, basierend auf der Arbeit von [35], wird

in Kap. dargestellt.

3.1.1 Standard-Variationsformulierung

Die hier vorgestellte Herleitung der Standard-Variationsformulierung folgt der
kompakten Darstellung in [53] 55]. Grundlage hierfiir sind die in Kap. [2.3]
vorgestellten Feldgleichungen der Elektromechanik. Die starke Form des Rand-
wertproblems ergibt sich aus dem statischen Fall der Impulserhaltung Gl. (2.2))
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und dem quasistatischen Gaul3’sches Gesetz in Gl. (2.8) zu
divo+ff=0 und divD=4" . (3.1)

Die mechanischen Randbedingungen konnen in der Form einer Spannungs- bzw
Verschiebungsrandbedingung entsprechend

d=d% auf S, , o-B=7/7 af S, (3.2)

auf den jeweiligen Réndern S, und § ; aufgebracht werden. Analog ergeben
sich die elektrischen Randbedingungen

o =¢% auf S, ﬁ-ﬁ:—qsq auf S, (3.3)

mit denen ein elektrisches Potential bzw. eine elektrische Ladung auf den
entsprechenden Oberflachen S, und S, definiert werden konnen. Die starke
Form des Gleichgewichts in Gl. wird im Rahmen eines Standard-Galerkin
Verfahrens [5] mit Hilfe von geeigneten Testfunktionen, d.h. der virtuellen
Verschiebung 6d und dem virtuellen elektrischen Potential §¢, multipliziert und
anschlieBend iiber das Volumen integriert:

5G" = f(div o+ f%)-s4dV und 6G¥ = f(divf) ~q") -SpdV
' ' (3.4)

Die schwache Form des Gleichgewichts
6GY = fa:deV - ff”B-aﬁdv - f fr.stds;=0
v 14 Sy

5G¥ = —fﬁ.aﬁdv + qu-égodV +f $r-6pdS, =0 (3.5)
v 14 S,
entsteht aus Gl. (3.4) mit Hilfe des Gau’schen Integralsatzes, des Cauchy-
Theorems und der jeweiligen Randbedingungen. Die Abhéngigkeiten der Deh-
nung vom Verschiebungsgradienten sowie des elektrischen Feldes vom Gradi-
enten des elektrischen Potentials werden durch die kinematischen Beziehungen
in GlL. (2.1 und Gl. (2.11)) bestimmt. Die Variation dieser Groen ergibt

6E = — grad 8¢ , o8 = (grad ou + (grad 6ﬁ)T) . (3.6)

| =
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Exisitiert ein Gesamtpotential, kann alternativ die schwache Form aus der
Variation dieses Potentials hergeleitet werden. Das Gesamtpotential

I1 =11 - IT* (3.7)

entspricht der Differenz aus dem inneren Potential /7' und dem #uBeren Po-
tential /7%. Es wird diejenige Losung gesucht, bei der die erste Variation 6()
des Gesamtpotentials verschwindet. Dies entspricht einem stationdren Mini-
mum, Maximum oder einem Sattelpunkt des Gesamtpotentials. Die Variation
des duBeren Potentials ergibt sich aus der Summe der Volumenlasten und der
Oberflachenlasten entsprechend

5Ha:ffB~6ﬁdV + f fTF-aﬁde—qu-agodV —quq-ésodSq
% St 74 Sy
(3.8)

Fiir die Standard-Variationsformulierung stellt die Gibbs’sche freie Enthal-
pie in Gl. (Z.36) mit G = G(S, E) das innere Potential dar. Die Variation der
Gibbs’schen freien Enthalpie nach den unabhéngigen Variablen (S E) ergibt

5Hi=5G=fa:55—13-5ﬁdv . (3.9)
1%

Man erhilt die Standard-Variationsformulierung fiir das elektromechanische
Gleichgewicht durch Einsetzen der Gl. (3.8)) und Gl. (3.9) in Gl1. (3.7):

517:fo:cssciv-ff”B-aﬁdV—ffTF-éﬁdsf
1% 14 Sy

—fﬁ-aﬁdv +qu-6(pdV +f ¢ -6pdS, = 0 . (3.10)
% 14 S,

Existieren ein solches Gesamtpotential und die Ableitungen in Gl. (2.21]), fithren
beide Vorgehensweisen zu der gleichen schwachen Form mit 617 = 6G¥ + 6G¥.

3.1.2 Hybride Variationsformulierung fiir einen Isolator

Unter dem Begriff ,,Hybride-Formulierung!* versteht man allgemein die Vor-
gehensweise, funktionelle Abhédngigkeiten direkt in der Gleichgewichtsbedin-
gung zu beriicksichtigen, [[/8]]. Im Bereich der Metallplastizitit konnte dies

'Die Begrifflichkeit ist in der Literatur nicht eindeutig. Teilweise wird auch der Begriff
,Mehrfeldformulierung* verwendet.
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z.B. die Bedingung der Volumenerhaltung bei der plastischen Verformung sein.
Meist finden sich hybride Elementformulierungen auch in Schalenelementen.
Hierdurch kénnen Verformungszustiande, z.B. in Dickenrichtung, genauer ap-
proximiert werden. Die in dieser Arbeit verwendete Formulierung wird in der
Arbeit von [27] vorgestellt. Mit Hilfe eines Lagrange-Multiplikators A wird in
die Standard-Variationsformulierung die Bedingung E-= —grad ¢ eingearbeitet:

™ (b,¢,E, ) = T+ 1(E+gradg) . (3.11)

Der Lagrange-Multiplikator wird im Anhang [A]als die dielektrische Verschie-
bung identifiziert. Es ergibt sich die hybride Gleichgewichtsbedingung in der
schwachen Form:

ST = fo-:(SSdV—ff_B-dﬁdV—ff_Sf~6ﬁde
14 14 Sy

+f]3-grad6<pdV+qu-6¢dV+quQ-5g0dSq
14 14 s

q

+ f(ﬁ+gradga)-5f)dv =0 . (3.12)
\%4

Im Vergleich zur Standardformulierung in Gl. (3.10)) ergeben sich keine An-
derungen beziiglich der elektrischen und der mechanischen Randbedingungen.
Die funktionale Abhingigkeit des elektrischen Feldes vom negativen Gradi-
enten des elektrischen Potenzials wird nun im Rahmen der Genauigkeit der
Finite-Elemente-Methode in der schwachen Form erfiillt.

Das elektrische Feld wird in dieser Formulierung mit Hilfe der konstitutiven
Gleichungen bestimmt. Die Berechnung der mechanischen Spannung und des
elektrischen Feldes erfolgt im linearen Fall mit den piezoelektrischen Glei-
chungen in der ,,h-Form* (siehe GI. (2.30) und Gl. (2.31)). Die dielektrische
Verschiebung ist als zusétzlicher Freiheitsgrad in der hybriden Elementformu-
lierung direkt verfiigbar.

3.1.3 Hybride Variationsformulierung fur einen Halbleiter

Die Implementierung der elektrischen Leitfdhigkeit fiir hochohmige Ferroelek-
trika wurde in der Arbeit von [35] vorgestellt. Hierfiir wurde die hybride Varia-
tionsformulierung verwendet. Durch Beriicksichtigung der Ladungserhaltung
und der Fremdladungen, vergl. Kap.[2.3.2] verdndert sich die elektrische Gleich-
gewichtsbeziehung in GI. (2.12)). Durch Multiplikation mit der Testfunktion &¢
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und durch Integration iiber das Volumen ergibt sich entsprechend

oD -
fdiv (—+J] 0o dV =0 (3.13)
v ot

die schwache Form der Ladungserhaltung. Durch Anwendung der Kettenregel
und des Gaul3’schen Integralsatzes ergibt sich die schwache Form

oD -
—f(—+])-grad6¢pdv+ fJS‘I-&pS‘de:O . (3.14)
v o S

Dabei gelten auf den Ridndern S, und S, die Randbedingungen
o=¢% auf S, | (ﬁﬁ) R=J af S, . (3.15)
Addiert man die schwache Form der Impulserhaltung, siehe Gl. (2.2)), und

die schwache Form des Faraday’schen Gesetzes, sieche Gl. (2.9)), gibt sich die
schwache Form 617" unter Beriicksichtigung der Ladungserhaltung als

S = fvo:(sscﬂ/— f“/f?-éﬁdV—ffo'-éﬁde

Sy
oD -
—f(—+J)-grad6<pdV+f]sq-égos‘de
v \ 0t S
+ f(ﬁ+gradgo)-6ﬁdV =0 . (3.16)
%4

Durch die Berticksichtigung des elektrischen Stroms J und der zeitlichen An-

derung der dielektrischen Verschiebung D ist diese Formulierung geschwin-
digkeitsabhingig. Die Anzahl der Freiheitsgrade ist identisch mit der hybriden
Formulierung fiir den Nichtleiter.

3.2 Losungsverfahren

Das Losen der Variationsformulierung mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode
entspricht im Wesentlichen einer standardisierten Vorgehensweise. Diese wird
kurz fiir die unterschiedlichen Variationsformulierungen in Kap. [3.2.1] vorge-
stellt. Das Minimum des Gesamtpotentials wird im nichtlinearen Fall mit Hilfe
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eines Newton-Verfahrens berechnet, das zu einem linearen Gleichungssystem
K-u=R (3.17)

fiihrt, mit der Gesamtsteifigkeitsmatrix K, dem Vektor der unbekannten Funkti-
onswerte u (z.B. Verschiebungen i7) und dem Residuum-Vektor R (z.B. Volumen-
kraft f?). Das Konvergenzverhalten des Newton-Verfahrens wird mafgeblich
durch die Tangentenmatrix K beeinflusst. Deshalb wird in Kap. [3.2.2] auf die
Berechnung der Tangente eingegangen. Ein weiterer Aspekt ist eine effizien-
te Steuerung der Zeitschrittweite, siche Kap. [3.2.3] Diese kann fiir alle hier
vorgestellten Variationsformulierungen angewendet werden, da fiir eine korrek-
te Wiedergabe des nichtlinearen Materialverhaltens die Belastungsgeschichte
zerlegt wird. Zusitzlich wird in Kap. [3.2.4] ein Benchmark fiir verschiedene
Gleichungsloser vorgestellt.

ﬁ (Globale Ebene ]\
[ Neuer Lastschritt ]
/ [ Element Ebene | \

Newton o —
Tteration = P | Fiir jedes Element
n+11—£; n+1D ° n+1(p
— Berechnung der Dehnung
Fiir jeden Gauflpunkt g
02

v

auibauderfelobalen lement-Steifigkeitsmatrix | i [Materlal Ebene ]

. . . E
Ste}iig}let&mitr;:; und W (Elemem Residuum-Vektor | ¢ ~
esiduum-Vektor < : Berechnung von
Nl n+17 : n+1g

n+1K . n+1R J‘ k n+1Ke . n+1Re

Speichern der inneren Variablen,
Neuer Lastschritt

Abb. 3.1: Schematische Darstellung des FEM Losungsverfahrens fiir die hy-
bride Elementformulierung unter Beriicksichtigung der elektrischen
Leitfahigkeit.

n+1

: (’f’”j)’_’*‘ ( aj )
\oB ,
S o

(G (,)é
D agrad ¢

Volumen Integration

Grundsitzlich lésst sich das Losungsverfahren in drei Ebenen unterteilen. In
Abb. [3.1] ist dies exemplarisch fiir das hybride Element unter Beriicksichti-
gung der Leitfidhigkeit dargestellt. Auf der globalen Ebene erfolgt die Newton-
Iteration sowie der Aufbau der gesamten Steifigkeitsmatrix und des Residuum-



30 3. Finite-Elemente-Formulierung

Vektors unter der Beriicksichtigung von Randbedingungen. Auf der Elementebe-
ne finden die Volumenintegration sowie die Inter- und Extrapolation zwischen
Knoten zu GauBlpunkten statt. Die Beschreibung des Materialverhaltens und
damit der Zusammenhang zwischen abhingigen und unabhingigen Grofen,
wird auf der Materialebene durchgefiihrt.

3.2.1 Elementformulierung

Die Finite-Elemente-Methode basiert auf der Diskretisierung eines Gebietes
Vo in endlich viele Teilgebiete V) = Ui:‘l‘oe] V.. Dabei ist ,,noel* die Anzahl der
Elemente mit einer definierten geometrischen Form. Die Geometrie sowie die
Inter- bzw. Extrapolation von Feldgroen wird mit Formfunktionen beschrieben.
Meist werden Formfunktionen basierend auf Polynomen angewendet. Diese
haben die Eigenschaft, am zugehorigen Knoten den Wert eins anzunehmen
und an allen iibrigen Knoten den Wert null. Im Rahmen dieser Arbeit wurden
3D-Hexaeder-Elemente mit 8, 20 und 27 Knoten sowie ein reduziert integriertes
Element entwickelt. Fiir ein lineares Hexaeder-Element mit acht Knoten (nel =
8) ergibt sich die Formfunktion

1
N d) = g+ &9 +nmA +40) - (3.18)

mit den lokalen Koordinaten ¢&,7,{ und dem Definitionsbereich
-1<én < +1.

Abb. 3.2: 8-Knoten-Hexaeder-Element
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Fiir das in Abb. [3.2]dargestellte acht Knoten Hexaeder-Element ergeben sich
aus der Nummerierung der Elementknoten die Werte fiir &7, 77, {;:

é:] { 1’ 7 17_17_17 17 15_1} (319)
ny €{—1, - 1, 1, 1,-1,-1, 1, 1} (3.20)
L el-1,-1,-1,-1, 1, 1, 1, 1) 3.21)

Fiir eine kompakte Darstellungsweise der Finite-Elemente-Formulierung wer-
den die Formfunktionen in Matrizen sortiert:

Ny 0 0ONb 0O 0 ... Nogq O O
N=N°=|{0 N O O N, O ... 0O Ny O (3.22)
0 0 NN 0O 0 N, ... 0 0 Ny
N(P = [NI’NZ’ s ’Nnel] . (323)

Die GroBen an den Elementknoten

T

Dy = [Dxl’DylaDzlanZ,DyZa . -Dznel] (3.24)
T

Uy = [uxl, Uy, Uzg, Uy, Uy, . -uznel] (3.25)

ok = @1, 02,03, --,cpnel]T (3.26)

werden in den Matrizen Dy, uy, ¢ gespeichert. Die Verschiebungen i, das
skalare elektrische Potential ¢ sowie die dielektrische Verschiebung D werden
durch diskrete elektrische Knotenverschiebungen und durch diskrete elektrische
Potentiale an den Knoten (Index k) approximiert:

X, ~ XN' , @ ~ wN" (3.27)
¢ ~ gN* | Do ~ DNP . (3.28)

Im Rahmen des isoparametrischen Konzeptes werden fiir diese Abbildungen
die identischen Formfunktionen verwendet. Hierdurch ist gewéhrleistet, dass
Spannungs- und Verzerrungszustinde auch fiir eine verzerrte Netzgeometrie
richtig wiedergegeben werden konnen. Dies wird mit dem sogenannten ,,Patch-
test ““ tiberpriift. Ergebnisse fiir die entwickelten Elementtypen sind im Anhang|C|



32 3. Finite-Elemente-Formulierung

dargestellt. Durch die Definition der Differentialoperatoren

T
o o 9 0
Lf=|4| . L'=[0 & 0 &£ 0 £ (3.29)
0 0 o 0
b 00 3% 0 % %

werden die sogenannten B-Matrizen BY = LYN¥ und B" = L"N" aufgebaut.
Durch die Sortierung der Ableitungen im Differential-Operator L" wird auch
die Sortierung der Voigt-Notation vorgegeben. Fiir den Dehnungstensor S er-
gibt sich aus Gl. (3.29) folgender Aufbau: § = (S oSy 8 225 28 1y, 28 42, 28 yZ).
Auf Grund der Multiplikation der Schubanteile mit dem Faktor zwei ist der
Elastizititstensor € symmetrisch. Weitere Besonderheiten ergeben sich fiir
den piezoelektrischen Kopplungstensor, siehe z.B. im Anhang von [23]]. Ent-
sprechend der B-Matrizen konnen der Dehnungstensor S und der Gradient des
elektrischen Potentials

grado ~ ¢xBY und S =~ uB" (3.30)

aus den Knotengrofen bestimmt werden.

Standard Elementformulierung

Die Standardformulierung des elektromechanischen Gleichgewichtes in
Gl. (3.10) kann mit Hilfe der Testfunktionen 6 und ¢ fiir die Implementierung
in die Finite-Elemente-Umgebung umgeschrieben werden:

6G =~ §i] ( f B0 dV - f N /B av - f N7 751 dsf)
\%4 74 Sy
+ ol ( f B'DdV + f N7 4" dV + f [N?17 45« dSq) =0
v v Sy
(3.31)

Ist das zu Grunde liegende Stoffgesetz nichtlinear, so wird fiir die Losung
der GI. ein Newton-Verfahren angewendet. Durch die Linearisierung
der Variationsformulierung erhélt man ein Gleichungssystem mit der Form
K - u = R. Die Jacobi-Matrix (Tangenten-Matrix) K kann in vier Teile zerlegt
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werden, d.h.

[K™] =f[Bu]T[8—U] [B"] dV , [K"] =f[B“]T[a—‘I] [B]dV
y oS v OF

(K#] = f B#17 la—D] (B'1dV , [K*]= f [BW]TF—?} B4V , (3.32)
v s % OE

welche die partiellen Ableitungen der abhéngigen Variablen nach den unabhin-
gigen Variablen enthalten. Werden diese direkt aus der Ableitung der Berech-
nungsvorschrift fiir die abhéngigen Variablen gewonnen, so bezeichnet man
diese als ,,konsistente* Tangentenoperatoren. Fiir die rechte Seite R ergibt sich

[f“]:f[B“]Ta'dV + f[N“]TdeV + f[N“]Tfode

1% 1% Sy

[f¢] = f [B"Ddav - f IN“1T4" dv — f N1 g%« dS
1% v S,

unter Beriicksichtigung der externen Belastungen und der inneren Beitrdge. Die
Element-Steifigkeitsmatrix K° kann somit in kompakter Form

K™ K \(duc\ _ [ f°
(K“’“ K* )(Z“Pk) ) (f‘”) (39
—_— ——— e — — N———

Ke ue Re

dargestellt werden. Die in Gl. (3.33)) dargestellte Steifigkeitsmatrix ist wegen
des Zusammenhangs K" = —K*" nicht symmetrisch. Durch die Multiplikation
der zweiten Zeile mit dem Faktor minus eins wird eine symmetrische Stei-
figkeitsmatrix erreicht, was den Speicheraufwand fiir das Losen des Systems
reduziert. Des Weiteren ist die Kondition der Steifigkeitsmatrix unter Verwen-
dung von Standard-SI-Einheiten nicht gut. Die Kondition ist eine Moglichkeit,
die Losbarkeit eines linearen Gleichungssystems zu bewerten, siehe [33]] und
Anhang Bl Durch eine Skalierung mit dem Parameter a entsprechend

K* oK% \[( A\ [ f
(cx-K‘pu az-K‘p“’)(Agok/a/) B (f‘p-a/)’ (3.34)

siehe [26], kann die Kondition verringert und damit signifikant verbessert wer-
den. Dies entspricht einer Anderung des Einheitensystems, wie es in der Arbeit
von [60] vorgeschlagen wird.
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Abb. 3.3: Standard Elementformulierung: Konditionierung der Steifigkeitsma-
trix fiir @« = 1 in Abhéngigkeit von der remanenten Polarisation.

Bei einem nichtlinearen Materialmodell sind die Ableitungen nicht konstant und
somit auch die Kondition der Steifigkeitsmatrix. Beriicksichtigt man nur eine
lineare Abhiingigkeit des piezoelektrischen Tensors von der remanenten Polari-
sation, siehe Gl. (4.13)), und hilt die restlichen GroBen in den piezoelektrischen
Gleichungen konstant, so ergibt sich der in Abb.[3.3|dargestellte Verlauf der Kon-
dition der Materialmatrix in Abhédngigkeit von der remanenten Polarisation. Der
Aufbau der sogenannten Materialmatrix sowie die Berechnung der Kondition
sind im Anhang [B|erldutert. Die Materialparameter sind in Tab. angegeben
und das Einheitensystem entspricht dem aus der Arbeit [60]. Es zeigt sich, dass
das angepasste Einheitensystem nahezu optimal ist, da @ im Fall einer mini-
malen Konditionierung der Materialmatrix mit @ = 1.12 kaum groBer ist. Die
Standard-Formulierung fiihrt innerhalb einer Finite-Elemente-Implementierung
zu einer nicht positiv definiten Element-Steifigkeitsmatrix. Dies kann sich ins-
besondere bei der Beriicksichtigung eines nichtlinearen Stoffgesetzes negativ
auf die Stabilitit einer Rechnung auswirken, siehe [38]].

Hybride Elementformulierung fiir einen Isolator

In der hybriden Elementformulierung ist die dielektrische Verschiebung ein
zusitzlicher Freiheitsgrad. Die Gleichgewichtsformulierung in (3.12)) kann mit
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den Formfunktionen und deren Ableitungen in die Form
6G™Y ~ sal f B'"odV — f N B av - f INY7 £37 ds )
+ Ol f B*1'DdVv + f IN“ITgF av + f IN“1" ¢ quq)

+6DF f [ND]T(E+ grad p) dV) =0 (3.35)
\%

tiberfiihrt werden. Diese ermdoglicht eine Implementierung in die FE-Methode.
Die numerische Losung der Gleichung (3.35)) mit Hilfe der Newton-Methode
ermoglicht es, ein nichtlineares Stoffgesetz zu berticksichtigen. Fiir die Jacobi-
Matrix ergibt sich

Kuu f[BU] | l Bu , EKdd— :f[ND]T |:a_]j‘:| [ND] dV
S N D
ud uy 7 o D [ 7 -du | D4T aﬁ u
[K ]:f[B] [Tl[N 1av , |k =f[N] [—}[B]dv
v oD -y oS
[K%] = f NP1 [B#]dV ., |K¥| = f [B]"[N"1dV  (3.36)
% B N \%

sowie fur die rechte Seite R
[f'] = f [B'1To-dV + f[N“]TfB dv + f N7 57 dS ¢
v v Sy
[F¥] = f BB v - f NI F v - f IN*I7 g5 s,
14 v S,
[£9] = f [N]" (E + grad ¢) dV (3.37)
\%

mit den generalisierten internen und externen Belastungen. Die Element-
Steifigkeitsmatrix, mit

K™ 0 Kud Auy fu
0 0 K*||4de |=1|7r1 . (3.38)
Kdu Kd(p Kdd A Dk fd

ist symmetrisch, wenn die Ableitungen in Gl. (3.36)) zueinander symmetrisch
sind. Dabei entspricht die Anzahl von sieben Reihen und Spalten der Anzahl
der Freiheitsgrade. Auf die dritte Zeile in Gl. (3.35) konnen keine Belastungen
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vorgegeben werden. Deswegen ist es moglich, die dritte Zeile in Gl. (3.38)) nach
ADy aufzuldsen und in die zwei verbleibenden Gleichungen einzusetzen. Durch
diese ,,Kondensation* der dielektrischen Verschiebung reduziert sich die Anzahl
der globalen Freiheitsgrade. Dies wird in [S3]] ausfiihrlich dargestellt. Man erhiilt,
wie bei der Standardformulierung, das elektrische Potential und die mechani-
sche Verschiebung als Freiheitsgrade. Es werden jedoch andere konstitutive
Beziehungen genutzt. Die Eintridge in der Steifigkeitsmatrix unterscheiden sich
dementsprechend. Analog zur Vorgehensweise fiir die Standardformulierung,
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47004 b b 44700 134— 13
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o ] F =} ] —_— — [
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(a) a=1. (b) a =284.

Abb. 3.4: Hybride Elementformulierung: Konditionierung der Steifigkeitsma-
trix in Abhingigkeit von der remanenten Polarisation.

siehe Gl. (3.34)), kann die Kondition der Materialmatrix durch Multiplikation der
unteren Zeile in Gl. (3.38) mit einem konstanten Faktor « beeinflusst werden.
Fiir identische Materialparameter wie im Fall der Standardformulierung ergeben
sich fiir die Kondition der Materialmatrix die Verldufe in Abb.[3.4] Im Vergleich
zur Standardformulierung, siche Abb. [3.3] ist die Kondition ohne Beriicksichti-
gung eines Faktors, d.h. @ = 1, schlechter, da groBer. Wihlt man jedoch a > 1,
so verbessert sich die Kondition im Vergleich zur Standardformulierung. Der
optimale Faktor @ = 28,4 in Abb. [3.4b| ergibt sich aus der Berechnung des
Minimums fiir die Kondition der Matrix im gepolten Zustand. Dieses Minimum
ist abhéingig von den gewihlten Materialparametern.

Der Materialtensor, siche Anhang [B] und die Element-Steifigkeitsmatrix in
Gl. (3.38)) sind positiv definit, d.h. deren Eigenwerte sind immer gréBer null.
Dies gilt auch fiir das nichtlineare Materialmodell aus Kap. #.2] und die mit
Hilfe der automatischen Differentiation berechneten Tangentenoperatoren. Die
immer positiven Eigenwerte geben einen Hinweis darauf, dass das Sattelpunkt-
problem, siehe [70], in der hybriden Formulierung nicht mehr vorhanden ist.
Fiir das Invertieren der Steifigkeitsmatrix konnen deswegen effizientere Me-
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thoden angewendet werden. Allerdings steigt die Anzahl der Freiheitsgrade
1m dreidimensionalen Fall auf sieben an, somit auch die Grofle der Element-
Steifigkeitsmatrix und damit der benotigte Rechenaufwand fiir deren Losung.
Im Vergleich zwischen der Standard-Formulierung und der hybriden Formulie-
rung beschreiben Ghandi und Hagood in [27] eine Reduktion der bendtigten
Rechenzeit um den Faktor 15. Dies wird durch eine geringere Anzahl von
Newton-Iterationen bis zum Erfiillen des Konvergenzkriteriums erreicht.

Hybride Elementformulierung fiir einen Halbleiter

Fiir die Beriicksichtigung der elektrischen Leitfdhigkeit von Ferroelektrika
kann die schwache Form in GI. mit Hilfe der Formfunktionen fiir die
Implementierung in die FE-Umgebung umgeschrieben werden. Es gibt sich
eine Formulierung

SGM ~ sal f B'"odV - f INY) B av — f N7 /37 dS f)

+ o) f [B]” ( +J) dv + f [N?]7T5 dS)

+ D! f [NP] (E + grad o) dv) =0 , (3.39)
\%

die sich nur in der zweiten Zeile von der Formulierung in der Gl. (3.35) unter-
scheidet. Somit ergibt sich fiir die Eintrige in der Element-Steifigkeitsmatrix

[KUU]:f[BU]T [a_al [BU] dV , Kdd] f[ND |: :|[ND] A%
v S
ud u 80' D du D4T u
[K]=f[B][ ][N]dV , [K]=f[N][—}[B]dV
14 oD 1% N
[K%] = f INP17[B¥] dV . [K*Y] = f [B¢]"[NP] dV
\%4 \%4
T! o1 ]
[Kq“’]:f[B‘p] —|[B¥]dV . (3.40)
v —dgrad ¢

Im Vergleich zu der Elementformulierung fiir den idealen Isolator muss zusétz-
lich die Ableitung des Stroms J nach dem Gradienten des elektrischen Potentials
grad ¢ berechnet werden. Auf der rechten Seite wird die zeitliche Ableitung der
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dielektrischen Verschiebung D und des elektrischen Stroms J beriicksichtigt:

[f“]:f[B“]Ta'dV + f[N“]TdeV + f[N“]Tfode
1% \%

Sy

[fw] = f [Btp]T (D’_I_j’) dv — f[Nw]Tqu dsq
Vv S,

1= f [N°]7(E + grad o) dV . (3.41)
Vv

Der elektrische Strom J = f(grad ¢) wird durch eine funktionale Abhéngig-
keit vom Gradienten des elektrischen Potentials bestimmt, d.h. basierend z.B.
auf dem ohmschen Gesetz J = —Q- grad ¢). Fiir die Losung eines transi-
enten Problems im Rahmen der Finite-Elemente-Methode wird die Element-
Steifigkeitsmatrix aus drei Matrizen aufgebaut:

K® = ctan(1)- K + ctan(2)-C + ctan(3)- M . (3.42)

Die Faktoren ctan(1), ctan(2) und ctan(3)! fiir die Steifigkeitsmatrix K, die
Déampfungsmatrix C und die Massenmatrix M wird abhiingig vom gewihltem
Integrationsalgorithmus bestimmt. Da in der schwachen Form keine Terme mit
Beschleunigung auftreten, ergibt sich fiir die Element-Steifigkeitsmatrix:

K™ 0 K 000
K¢ =ctan(1)| 0 K% 0 +ctan(2)| 0 0 K (3.43)
K& gde Kdd 000

Die zeitabhingige Gleichgewichtsformulierung wird mit Hilfe des Newmark-
Verfahrens gelost. So kann durch die Parameter ctan eine Dampfung beriicksich-
tigt werden. Die zeitliche Anderung des elektrischen Feldes ist auf Grund des ho-
hen elektrischen Widerstandes gering und deswegen ist keine Ddmpfung notwen-
dig. Fiir die betrachtete Problemstellung kann die Element-Steifigkeitsmatrix
ohne Dampfungsfaktor wie folgt dargestellt werden:

K™ 0 Kud Auk fu
0 K¥ KAt || dex | =] ¢ |- (3.44)
Kdu Kd(p Kdd ADk fd

Unter Beriicksichtigung der elektrischen Leitfihigkeit muss somit mit einer
unsymmetrischen Steifigkeitsmatrix gerechnet werden. Dies erhoht sowohl den

'Die Bezeichnung ctan fiir diese Faktoren stammt aus dem FE-Programm FEAP. Wird kein
transientes Problem gelost, so ist ctan(2)=ctan(3)=0.
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Speicherbedarf als auch die Rechenzeit fiir das Invertieren der Matrix. Die Kon-
dition der Steifigkeitsmatrix wird mageblich von der elektrischen Leitfdhigkeit
beeinflusst. Die spezifische elektrische Leitfahigkeit fliet in die Komponente
K% ein. Deswegen wird diese Zeile mit einem zusitzlichen Skalierungsparame-
ter 8 multipliziert. Die Multiplikation mit dem Faktor «, siehe Kap.[3.2.1] bleibt
erhalten, so dass

Kuu 0 Kud i AUk fu
0 K¥.g2  Kt-a-B || do/B | = | 9B . (3.45)
K% .o K%.o.-p K%Y.qa? ADy fia

In Abb.[3.5alist der Verlauf der Kondition der Materialmatrix ohne einen Ska-
lierungsfaktor, d.h. « = B = 1, dargestellt. Fiir die spezifische elektrische
Leitfahigkeit wurde Q = 10E —12 (Qm)~! gewihlt, siehe [103]. Die weiteren
Materialparameter sind in Tab. 4.1 angegeben und somit identisch mit den vor-
angegangen Untersuchungen in Kap. [3.2.1] Der geringe Wert der spezifischen
elektrischen Leitfdhigkeit bestimmt maB3geblich die Kondition der Material-
matrix. Die Kondition verbleibt deswegen auf einem sehr hohen Wert. Eine
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Abb. 3.5: Hybride Elementformulierung fiir Halbleiter: Konditionierung der
Steifigkeitsmatrix in Abhédngigkeit von der remanenten Polarisation.

Skalierung mit Hilfe der Faktoren @ und g fiihrt zu einer besseren Kondition,
siehe Abb. Der Faktor 8 ermoglicht es, die Kondition auf ein dhnliches
Niveau herabzusetzen wie im Fall der hybriden Formulierung ohne elektrische
Leitfahigkeit, siehe Abb. Die Eigenwerte der Materialmatrix, sieche An-
hang|B| und der Elementsteifigkeitsmatrix sind fiir die hybride Formulierung bei
einen Halbleiter auf Grund der darin enthaltenen negativen spezifischen Leitfi-
higkeit nicht nur positiv. Ein negativer Einfluss auf die Stabilitéit der Berechnung
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im Vergleich zur hybriden Formulierung eines Nichtleiters in GI. (3.35)) wurde
jedoch nicht festgestellt.

3.2.2 Tangentenberechnung

Fiir die Losung des Gleichgewichtes in der schwachen Form wird das Newton-
Verfahren angewendet. Hierfiir ist es notwendig, in der hybriden Element-
formulierung mit Leitfdhigkeit, die Ableitungen der abhéngigen Variablen
(AO',AI::, AT) nach den unabhiéngigen Variablen (48 ,Aﬁ,Ago) zu berechnen. Die-
se sogenannten ,, Tangentenoperatoren®, siche z.B. die Ableitungen in Gl. (3.40),
haben einen entscheidenden Einfluss auf das Konvergenzverhalten des globalen
Newton-Verfahrens. Die quadratische Konvergenz dieses Verfahrens, welches
den groBen Vorteil bietet, nur wenige Iterationen zu bendtigen, ist nur fiir ei-
ne exakt bestimmte Tangentenbestimmung gewdhrleistet, siehe [85]]. Fiir ein
nichtlineares Materialmodell sind die Tangentenoperatoren nicht konstant. Die
inneren Variablen (z.B. die remanente Polarisation und die remanente Dehnung)
sind wiederum abhiingig von den unabhingigen Variablen und somit miissen
deren Bestimmungsgleichungen differenziert werden. Dies bedeutet, dass der In-
tegrationsalgorithmus, d.h. die Berechnung von 40, AE und 47 in Abhingigkeit
von A48, AD und Ay, differenziert werden muss. Allerdings sind die Berech-
nungen dieser Tangentenoperatoren fiir ein nichtlineares Materialmodell, wenn
tiberhaupt moglich, meist schwierig und rechenintensiv. Deswegen werden oft
modifizierte Newton-Verfahren verwendet, bei denen die Tangente nicht exakt
oder nicht nach jeder Iteration neu berechnet wird.

Die wohl einfachste Approximation der Tangentenoperatoren erreicht man
durch die Ableitungen der linearen piezoelektrischen Gleichungen in Gl. (2.31)
und in GI. (2.30) und des ohmschen Gesetzes in Gl. [2.23] so dass

odc ., OAE od0  OAE oY

al0 (D s T 5 s T S5 T A 0 . =
048 aAD oD 048 0dgrad ¢

(3.46)

In dieser Arbeit ist die Ableitung des Stroms nach dem Gradienten des elektri-
schen Potentials auf Grund des ohmschen Gesetzes immer konstant.

Vorderer Differenzenquotient

Fiir nichtlineare Materialmodelle ist je nach Integrationsalgorithmus eine analy-
tische Differentiation meist nicht moglich. In diesem Fall konnen die Tangenten
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numerisch durch einen Differenzenquotienten bestimmt werden. Meist wird ein
vorderer Differenzenquotient entsprechend

fxj+h) = f(x))

f(xj) = h

(3.47)

berechnet. Genauere Differenzenquotienten, die auf einer umfangreicheren
Taylor-Reihen-Entwicklung beruhen, werden auf Grund der groeren Berech-
nungszeit nur selten benutzt. Wendet man den vorderen Differenzenquotienten
auf die Berechnung des Tangentenoperators an, so ergeben sich fiir die Ablei-
tungsbestimmung die Gleichungen

8Ei _ Ei(Dj + ]’l) — E,'(Dj) GEi _ Ei(Sjk + h) - Ei(Sjk)

’ - , 3.48
o ij _Oij (Di + h) — o7 (Dy) do i _Uij (Sw+h) —0ij (S) (3.49)
oD, h © 0Su h '

Hierfiir muss das Materialmodell bei dreidimensionalen Problemen neunmal
gelost werden, da sowohl die dielektrische Verschiebung als auch die Dehnung
gestort werden miissen. Dies fiihrt zu einer signifikanten Verldngerung der
Rechenzeit. Die Bestimmung einer optimalen Schrittweite £ ist schwierig, da
fiir sehr kleine Werte ein sogenannter ,,Ausloschungsfehler* auftritt. Fiir gro3ere
Werte ist die Ableitung dann zu ungenau, siehe [31]]. Auf Grund der begrenzten
Computergenauigkeit werden fiir die Schrittweite 2 meist Werte groler 1E —8
empfohlen.

Automatische Differentiation

Ist der Integrationsalgorithmus analytisch 16sbar, so ist die Automatische Difte-
rentiation ein modernes Verfahren, den Tangentenoperator zu berechnen. Einen
guten Uberblick iiber dieses Verfahren liefert [31]. Ausgangspunkt sind da-
bei die Kettenregel und die bekannten Ableitungen von Elementarfunktionen
(z.B. sin, cos, tanh, exp, log). Die zu differenzierende Funktion wird als eine
Verkniipfung von Teilfunktionen beschrieben. Grundsétzlich konnen zwei Vor-
gehensweisen unterschieden werden: das Vorwirts- und das Riickwirtsverfahren.
Wird eine grofle Anzahl von abhingigen Variablen nach wenigen unabhéngi-
gen Variablen abgeleitet, so sollte die Vorwirtsmethode angewendet werden.
Dies trifft auf die Berechnung des Tagentenoperators zu, weshalb hier nur auf
das Vorwirtsverfahren eingegangen wird. Dieses Verfahren kann anhand eines
einfachen Beispiels verstindlich gemacht werden. Es soll die Ableitung der
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Funktion

fx1,x2) = (X2 + \/g) - sin (i—;) (3.50)

nach der Variable x; berechnet werden. In einem ersten Schritt wird die Funkti-
on in die Teilfunktionen v; bis v; unterteilt und deren Ableitungen bestimmt.
Dabei werden die Teilfunktionen v; so gewihlt, dass sie sich durch die anderen
Teilfunktionen ausdriicken lassen, vergl. Tab. [3.1] Fiir ein frei gewéhltes Wer-

Vi= X1 = 1.5 \'/1 = 1

V) = X2=0.5 V2= 0

V3 = xl/xz:1.5/0.5:3 \'/'3: \'/'1/\)2—\'/'2'\/3/\/%:1/0.5:2
v4 = sin(v3) =sin(3) = 0.14 v4 = cos(vz)-v3 =cos(3)-2=-1.98
vs= = V3=173 vs = 1/(243)-v3 = 0.56

Vg = Vp+ V5= 05+1.73=2.23 Ve = Vo + V5= 0.56

V7 = V4'V6=0.14'2.23=0.31 V7 = V4'V6+V6'V4=—4.33

y= vy =031 y= y;= 433

Tab. 3.1: Differentation der GI. (3.50) nach x; basierend auf dem Vorwirtsver-

fahren, mit y = a—y %, siche [31].
X

tepaar x; = v; = 1.5 und x; = v, = 0.5 werden nun schrittweise die einzelnen
Ableitungen berechnet. Von besonderem Interesse sind Programme, die direkt
den Quellcode der abzuleitenden Funktion analysieren konnen und die mit Hilfe
der Automatischen Differentiation daraus automatisiert einen Quellcode zur Be-
rechnung der Ableitungen generieren. Diese Funktionalitét bieten verschiedene
Software-Tools, jeweils fiir unterschiedliche zu analysierende Programmierspra-
chen. Diese Programme sind zum Teil frei verfiigbar. Innerhalb dieser Arbeit
wurde das freie Programm OpenAD [96] verwendet, welches aktiv weiterentwi-
ckelt wird und die benétigten Funktionalitéten liefert.

Gegeniiber der numerischen Berechnung bietet die Automatische Differentiation
den Vorteil, dass der berechnete Wert fiir die Ableitung bis auf die Computerge-
nauigkeit exakt ist. Sie ist auBerdem vorteilhaft, wenn sich das Materialmodell
in der Entwicklung befindet. Ein komplettes Neuschreiben des Codes fiir die
Berechnung der Ableitung entfillt wiahrend des Entwicklungsprozesses, wie
dieses ohne die Automatische Differentiation meist notwendig wire, da die Ab-
leitung automatisch generiert wird. Insbesondere fiir komplexe Funktionen ist
das manuelle Programmieren der Berechnungsvorschrift fiir die Ableitung, d.h.
ohne Automatische Differentiation, schwierig, zeitaufwendig und fehleranfillig.
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Das Auffinden von Programmierfehlern ist in diesem Fall schwierig, da oftmals
nur Endergebnisse fiir einen Vergleich zur Verfiigung stehen, welche z.B. mit
Hilfe der numerischen Differentiation bestimmt worden sind.

Ein Nachteil der Automatischen Differentiation ist, dass der erzeugte Programm-
code nur schlecht nachvollziehbar ist. Ein weiteres von der Automatischen Dif-
ferentiation nicht gelostes Problem zeigt das Beispiel Gl. (3.50). Die Funktion
f ist zwar fiir x; = 0 definiert, jedoch nicht die Ableitung der Wurzel-Funktion.
Diese nicht differenzierbaren Fille miissen vorab in dem zu analysierenden Co-
de manuell abgefangen werden. Dies kann dazu fiihren, dass der Originalcode
an einigen wenigen Stellen angepasst werden muss.

3.2.3 Zeitschrittsteuerung

Ein wichtiger Aspekt bei der numerischen Losung nichtlinearer Probleme ist
die Steuerung der Zeitschrittweite. Der Rechenaufwand fiir die Losung eines
Problems ist etwa proportional zur Anzahl der benétigten Zeitschritte. Durch
eine geeignete Zeitschrittsteuerung kann somit die Rechenzeit reduziert werden
und gleichzeitig die Genauigkeit sowie die Robustheit eines Losungsverfahrens
verbessert werden. Die Anzahl von Newton-Iterationen, die bis zur Erfiillung
der Gleichgewichtsbedingung notwendig sind, ist ein moglicher Indikator fiir
die Zeitschrittsteuerung. Treten zu einem Zeitpunkt Nichtlinearitdten in der
Simulation auf, so sind meist mehrere Iterationen notwendig. Es kann von
Vorteil sein, die GroB3e des folgenden Zeitschrittes zu reduzieren, damit dann
das Newton-Verfahren niher an der Losung ist und somit schneller konvergiert.
Hierfiir werden Regeln definiert, die angeben, ab welcher Anzahl von Itera-
tionen eine Zeitschrittweite vergrolert bzw. reduziert werden soll. Ein Vorteil
dieser Methode ist, dass sie unabhingig von der in der FE-Methode untersuchten
Nichtlinearitit angewendet werden kann.

Bei genauer Kenntnis der auftretenden Nichtlinearitit kann ein physikalisch mo-
tiviertes Kriterium fiir die Zeitschrittsteuerung vorteilhaft sein. Fiir ein elastisch-
plastisches Material wird hierfiir in [[100]

(3.51)

als Indikator fiir die Zeitschrittsteuerung vorgeschlagen. Dieser Indikator R
basiert dabei auf der Normierung des irreversiblen Dehnungsinkrements S auf
ein maximales plastisches Dehnungsinkrement AS*™** Dabei wird der Indikator
in jedem Berechnungspunkt und zu jedem Zeitpunkt im FE-Modell ausgewertet
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und damit dem darauf folgenden Zeitschritt angepasst. Es werden folgende
Regeln definiert, die die Bestimmung des Zeitschrittes "' At basierend auf dem
Indikator R erlauben. Dabei werden in dem Fe-Programm FEAP, siehe [94]],
drei Fille unterschieden:

1. Kriterium fiir den sofortigen Neustart wihrend der Iterationen, :

Wenn R <2 , dann "At = 0.85-"'4t/R

2. Nach einer definierten Anzahl von Iterationen und wenn die Konvergenz
erzielt wird:

Wenn R =1.25 , dann "'At ="Ar
Wenn R > 0.8 , dann "'At ="At/R ;
Wenn 0.5 <R <0.8 ,dann "'Ar =1.25-"A4r
Wenn R < 0.5 ,dann "'Ar =1.5-"At

3. Nach einer definierten Anzahl von Iterationen und wenn die Konvergenz
nicht erzielt wird:

Wenn R > 1.25 ,dann "At = 0.85-"'4t/R ;
Wenn R < 2 , dann "Ar =""'4t/3

Mit Hilfe eines Abbruchkriteriums kann das Ergebnis des aktuellen Zeitschritts
verworfen werden. Dann wird versucht, die Gleichgewichtsbedingung mit einer
kleineren Zeitschrittweite zu erfiillen. Diese in FEAP vorgeschlagene Vorgehens-
weise wird auf das Materialmodell fiir Ferroelektrika iibertragen. Im Gegensatz
zur Modellierung des elastisch-plastischen Materialverhaltens existieren in Mo-
dellen fiir Ferroelektrika die entsprechenden Séttigungswerte fiir die irreversible
bzw. remanente Dehnung S ** und die remanente Polarisation P%*, Der Indikator

sl
T g sat Jpsat ’

(3.52)
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beriicksichtigt sowohl die Anderung der remanenten Dehnung AS' als auch die

. 1

Anderung der remanenten Polarisation AP . Die Zeitschrittweiten berechnen
sich durch die in Anhang |D|aufgelisteten Grenzwerte. Als weiterer Indikator ist
auch die Anderung der dielektrischen Verschiebung geeignet, so dass

R°=|B| - (3.53)

Dieser Indikator enthilt Informationen sowohl iiber die Anderung der mechani-
schen und elektrischen Grofen als auch iiber die Verdnderungen der remanenten
Anteile. Dabei liegen Informationen iiber die mechanischen GroBen nur vor,
wenn eine elektromechanische Kopplung vorhanden ist. Simulationen des ent-
koppelten, rein ferroelastischen Materialverhaltens sind stabil. Somit ist die
Zeitschrittsteuerung unkritisch. Die jeweiligen Grenzen, im Anhang [D], sind
abhingig von den gewihlten Materialparametern und miissen dementsprechend
angepasst werden. Ein Algorithmus fiir eine automatische Anpassung dieser
Grenzen ist zur Zeit noch nicht entwickelt. Die Steigungen der dielektrischen
Hysterese, der ferroelastischen Hysterese und der Schmetterlingshysterese zum
Zeitpunkt der Entwicklung der remanenten GroBen bieten Ansatzpunkte fiir die
automatische Anpassung.

Prinzipiell werden die Indikatoren an jedem Knotenpunkt berechnet. Jedoch
findet die Zeitschrittsteuerung global fiir alle Knoten statt. Liegt eine weitge-
hend homogene Belastung vor, so geniigt es, den jeweiligen Indikator an einem
Berechnungspunkt auszuwerten. Bei stark inhomogenen Belastungen ist eine
Mittelung iiber alle Knoten im Modell méglich. Jedoch kann hier das Problem
auftreten, dass hohe Werte der Indikatoren, die eine Nichtlinearitit in den Berei-
chen mit hoher Belastung signalisieren, durch die Uberlagerung mit niedrigeren
Indikatoren in den Bereichen mit geringer Belastung ausgemittelt werden. Eine
Mittelwertbildung kann somit zu einer geringeren Sensitivitit fiihren. Deswegen
wird in den im Kap. |5 gezeigten Simulationsergebnissen der Indikator R' nur an
einem Knoten! ausgewertet.

3.2.4 Gleichungsloser

Im Wesentlichen beeinflussen zwei Schritte die Rechendauer zum Losen eines
Finite-Elemente-Problems: (1) der Aufbau der Gesammitsteifigkeitsmatrix K
und das Berechnen der rechten Seite R, (2) das Invertieren der Steifigkeitsma-
trix K~!. Fiir das Invertieren der Steifigkeitsmatrix ist eine groBe Anzahl von

! Ausgewihlt wurde der achte Berechnungspunkt in dem Element mit der groBten Element-
nummer.
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freien sowie kommerziellen Programmpaketen verfiigbar. FEAP selbst bringt
einen eigenen Gleichungsloser mit. Gleichzeitig konnen in FEAP, durch eine
definierte Schnittstelle, auch andere Gleichungsloser eingebunden werden. Die

3.9 r2s
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= 287 Bl Rechenzeit o
+~ 4 .
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S 15 D
g 177 z
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T L10 "D
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FEAP UMFPACK FEAP (Opti) PARDISO

Abb. 3.6: Vergleich der Rechenzeit und des Speicherbedarfs mit unterschiedli-
chen Losern.

Auswahl an verfiigbaren Losern ist groB3. In der Literatur finden sich verschie-
dene Benchmarks mit nicht eindeutigen Ergebnissen. Nicht jeder Loser kann
unsymmetrische Matrizen invertieren, was jedoch fiir die Beriicksichtigung der
elektrischen Leitfdhigkeit notwendig ist. Die direkten Loser Umfpack [14] und
Pardiso [83] konnen dies und zeigen bei verschiedenen Benchmarks eine gute
Performance [29, 86]. Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Schnittstelle zu
FEAP fiir den Umfpack-Solver in der Version 5.4 und den Pardiso-Solver aus
der Math-Kernel-Libary mit der Version 10.3.2 erstellt. In Abb. werden
sowohl der Speicherbedarf als auch die benotigte Rechenzeit der unterschied-
lichen Loser verglichen. Es wird ein unsymmetrisches Problem mit 40834
Freiheitsgraden gelost. Die Rechenzeit beinhaltet hierbei nicht nur das einmali-
ge Invertieren der Steifigkeitsmatrix, sondern auch das Losen eines transienten
FE-Problems. Durch den Befehl Optimize fiihrt FEAP fiir den eingebauten
Loser eine Profil-Optimierung der Steifigkeitsmatrix nach dem Algorithmus von
[90] durch. Hierdurch reduziert sich der verbrauchte Speicher um den Faktor
2.8, vergl. Abb. Gleichzeitig beschleunigt sich das Losen um den Faktor
9. Der Umfpack-Solver benétigt viel Speicher, ist aber trotzdem schneller als
der FEAP-Solver. In diesem Vergleich ist der Pardiso-Solver am effizientesten.
Dieser benoétigt am wenigsten Speicher und ist auch in der Berechnungszeit
der schnellste. Der Pardiso-Solver bietet im Gegensatz zu den anderen Solvern
zusitzlich die Moglichkeit einer Parallelisierung. Diese ist momentan noch
nicht netzwerkfidhig. Somit miissen die Rechenkerne und der Speicher lokal
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Abb. 3.7: Parallelisierung des Pardiso-Solvers.

verfiigbar sein. Die Geschwindigkeitsvorteile, die sich aus der Parallelisierung
ergeben, sind in Abb. dargestellt. Fiir bis zu vier Rechenkerne ist die Paral-
lelisierung des Solvers sehr gut. Das parallele Rechnen auf acht CPUs ist vor
allem deswegen nicht mehr so effektiv, da die Gesamtrechenzeit im Vergleich zu
vier CPUs nicht deutlich sinkt. Dies lédsst sich dadurch erkldren, dass der Aufbau
der Steifigkeitsmatrix im Gegensatz zum Invertieren der Steifigkeitsmatrix nicht
parallelisiert ist. Deshalb skaliert die gesamte Rechenzeit nicht direkt mit der
Zeit zum Invertieren, da die Zeit fiir den Aufbau der Steifigkeitsmatrix gleich
bleibt. Fiir den FEAP-Solver ist die Rechenzeit zum Aufbau der Steifigkeits-
matrix nicht die limitierende GroBe, da die Rechenzeit des Solvers wesentlich

langer ist. Die in Kap. [5| gezeigten Simulationsergebnisse wurden auf Grund der

besseren Performance mit dem Pardiso-Solver berechnet.
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4 Nichtlineare Modellierung von
Ferroelektrika

Fiir die Losung der materialunabhingigen Feldgleichungen, siehe Kap. [2.3]
ist es notwendig, so genannte Stoffgleichungen einzufiihren. Diese beschrei-
ben das Materialverhalten und schlieen das mathematische Gleichungssystem.
Das gekoppelte elektromechanische Materialverhalten von Ferroelektrika kann
im einfachsten Fall durch die linearen piezoelektrischen Gleichungen, siehe
Kap.[2.3.3] beschrieben werden. Eine Implementierung dieser Gesetze ist in vie-
len kommerziellen FEM-Programmen verfiigbar. Eine Modellierung, basierend
auf den linearen piezoelektrischen Gleichungen, setzt allerdings das Wissen
iiber den Polungszustand im Bauteil voraus. Auch kann das lineare Modell
Depolarisationseffekte durch elektrische Felder und mechanische Spannungen
nicht wiedergeben. Eine Simulation des fiir die spitere Anwendung kritischen
Polungsprozesses ist somit nicht moglich.

Die Modellierung des Materialverhaltens von Ferroelektrika kann auf den un-
terschiedlichsten GroBenskalen durchgefiihrt werden. Basierend auf der Quan-
tenmechanik und der Festkorperphysik werden mit Hilfe von Ab-initio Berech-
nungen in [66] die elastischen Eigenschaften auf atomarem MafBstab bestimmt.
Auf der nichst groBBeren Skala, der Mesoskala, werden in [97] Phasenfeld-
Simulationen durchgefiihrt, mit denen z.B. der Einfluss der Bewegung von
Dominengrenzen untersucht werden kann. Auf der mikromechanischen Skala
wird in [7, 23,140, 49] das Verhalten von ganzen Kornern, die durch Volumen-
anteile der jeweiligen Doménentypen beschrieben werden, modelliert. So wird
das unterschiedliche Verhalten von Polykristallen und Einkristallen analysiert.
Zusitzlich kann durch das Beriicksichtigen von weiteren Kornorientierungen,
siehe Kap. [4.1.3] ein mikromechanisches Modell verwendet werden, um das
makroskopische Verhalten wiederzugeben. Eine andere Homogenisierungsme-
thode zeigt [45], die mit Hilfe von FE? in jedem Berechnungspunkt auf der
makroskopischen Skala ein zusitzliches FE-Modell auf der mikroskopischen
Skala 10st.

Direkt auf der makroskopischen Skala werden die urspriinglich fiir die Model-
lierung des ferromagnetischen Verhalten entwickelten Preisach-Modelle, vergl.
[79] fiir piezokeramische Werkstoffe angewendet, siehe [46]]. Diese Modelle
eignen sich insbesondere fiir die Mess- und Regelungstechnik, da sie das ferro-
elektrische Verhalten sehr genau, allerdings nicht in 3D, wiedergeben konnen.
Mit Hilfe einer arctanh-Funktion modellieren Schroder in [[84] und Klinkel
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in [52] das Sittigungsverhalten von Ferroelektrika, jedoch nur in eine vorher
definierte Vorzugsrichtung.

Das Modell in [[114] basiert auf dem Modell von Elhadrouz in [17] und kann die
Uberlagerung einer konstanten Druckbeanspruchung mit einem sich zyklisch
verdndernden elektrischen Feld in koaxialer Richtung, sieche Abb. [2.12] nicht
richtig wiedergeben.

Das Modell von Landis [57] ist vollstindig elektromechanisch gekoppelt und
besitzt eine symmetrische Tangente, die Vorteile bei der Invertierung der Stei-
figkeitsmatrix hat.

Ein mikroskopisch motiviertes 3D-Modell wird von Kamlah und Wang in [S0]]
vorgestellt. Laskewitz [60] implementiert dieses in die Finite-Elemente Metho-
de. Die remanenten Groflen werden durch zwei Parameter beschrieben, die zum
einen den Anteil der c-Achsen in einem definierten Kegel und zum anderen die
Deformation beschreiben. Ein zentraler Punkt in diesem Modell ist die Orien-
tierungsverteilungsfunktion, die in [68] durch eine cos?-Funktion beschrieben
wird. Die FE-Implementierung in [60] zeigt einen deutlichen Anstieg der Re-
chenzeit im Vergleich zu dem Modell aus [10, 47].

Mit dem Modell von Kamlah und Boéhle in [[10, 47] kann das vollstindig elek-
tromechanisch gekoppelte Verhalten von Ferroelektrika wiedergegeben werden.
Laskewitz [60] entwickelte hierfiir einen effizienten Integrationsalgorithmus.
In dieser Arbeit werden zwei nichtlineare Modelle vorgestellt, die insbesondere
fiir die makroskopische Modellierung von Ferroelektrika entwickelt wurden und
die das charakteristische Hystereseverhalten, siche Kap. wiedergeben kon-
nen. Das Modell von Belov und Kreher, vergl. [6, 7, 8] sowie Kap. wurde fiir
eine Evaluierung mit dem Computer-Algebra-System Mathematica untersucht.
Das zweite Materialmodell in Kap. ist ein makroskopisches, phidnomenolo-
gisches Modell, das im Rahmen dieser Arbeit neu entwickelt wurde. Es wurde
im Hinblick auf eine Implementierung in einer hybriden Elementformulierung
entwickelt und baut auf den Modellen von [10, 60] auf.

4.1 Das Belov-Kreher Modell

Das von Belov und Kreher vorgeschlagenen Modell, vergl. [6, [7, 8], ist ein
zeitabhingiges, viskoplastisches Materialmodell. Es ermoglicht sowohl die Mo-
dellierung des ferroelektrischen als auch des ferroelastischen Materialverhaltens
und kann die Temperaturabhingigkeit, sieche Kap. [4.1.1] und Zeitabhingigkeit,
siche Kap. #.1.2] auf Grund der Formulierung mit den Avrami-Gleichungen
wiedergeben. Die Doménenstruktur wird anhand von Volumenanteilen beschrie-
ben. Die Anzahl der Volumenanteile M eines Systems motiviert sich aus der
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Einheitszelle des Materials. Diese wird als tetragonal angenommen. Somit wer-
den sechs Volumenanteile beriicksichtigt, d.h. M = 6 (rhomboedrisch M = 8).
Oft werden Ferroelektrika modelliert, deren chemische Zusammensetzungen
an der morphotropen Phasengrenze liegen (M = 6 + 8 = 14). Die Anzahl
an Volumenanteilen definiert auch die GroB3e des zu l6senden Differentialglei-
chungssystems. Deshalb wird aus Griinden einer schnelleren Losbarkeit meist
nur mit sechs Volumenanteilen gerechnet. Mit Hilfe der Volumenanteile der

N |
Volumenanteile der , S 00°
51 Domaéntypen ‘

1 2 3 45 6
(a) Volumenanteile von Doménenvarianten (b) Raumrichtungen der Domi-
nentypen

Abb. 4.1: Abstraktion von Kornstrukturen durch Volumen von Doménentypen

einzelnen Dominen werden die Materialtensoren zu effektiven Tensoren ge-
mittelt. Die gesamte Dehnung S und die Polarisation P berechnet sich aus der
Addition der remanenten und der reversiblen Anteile, die mit den jeweiligen
Volumenanteilen &; gewichtet werden, so dass

S M=6 (DS(I)_I dS(I)T o
B2 an o || &

I=1

Si
-1

P

+ 4.1)

Die Steifigkeitsmatrix € und die Permittivitdt k werden als isotrop und damit
unabhiingig von der jeweiligen Orientierung angenommen und miissen somit
nicht mit den Volumenanteilen gewichtet werden. Die remanente Dehnung S
und die remanente Polarisation P' werden entsprechend der Summe

Gi 1 M6[ g
l pi l = Z l g ] &1 4.2)
=1
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berechnet. Die Materialparameter l3s(1) und $*P charakterisieren die spontane
Polarisation und die spontane Dehnung der jeweiligen Dominenvariante. Diese
Mittelung wurde in [42] vorgestellt und z.B. auch in [[18, 23, 36, [76]] fiir die
Simulation des effektiven Verhaltens von Polykristallen angewendet. Ein wesent-
licher Unterschied in mikromechanischen Modellen liegt in der Berechnung der
treibenden Krifte f7;. Diese beschreiben in Abhéngigkeit vom elektrischen Feld
und von der mechanischen Spannung das Einsetzen von Umklappvorgéingen.
Die treibende Kraft wird durch die Anderung der spontanen Polarisation AP
und der spontanen Dehnung 4S* beim Umklappen eines Doménentypes von 1
nach J berechnet:

-

fi) = —BAP® — g AS® = E(f?s(’) _ fgs(l)) _ (,(Ssm _ Ss(h) , (4.3)

Diese lineare Beziehung, die keinen elektromechanisch gekoppelten Term bein-
haltet, definiert ma3geblich das Verhalten des Materialmodells. Der rein empiri-
sche Potenz-Ansatz

p\4
AG(f) = 4G, (1 — (fi) ) 4.4)
f*

wird in dhnlicher Form fiir die Beschreibung der Metallplastizitit verwendet und
normiert die treibende Kraft auf den Energiebedarf f* fiir einen 90°- bzw. 180°-
Doménen-Umklappvorgang. Die Materialparameter G, p und ¢ definieren das
Umklappverhalten. Belov und Kreher definieren den Energiebedarf fg, fiir ein
90°-Grad-Umklappen als die Hilfte des Energiebedarfs f/g, fiir einen 180°-
Umklappvorgang, d.h. fis, = 2- fg,. In der Literatur, vergl. [63], wird auch
mit der Beziehung von f,, = V2. foo gerechnet. Die Energiedifferenz AG
in Gl. (¢.4) wird mit Hilfe eines exponentiellen Verhaltens mit dem aktuellen
Volumenanteil &; des Doménetyps I gewichtet.

AG AG
Wi = W, (CXP (—%) — exp (—k—@O)) & 4.5)

Die Materialparameter @ und w, definieren dabei die Dynamik der Volumen-
zunahme bzw. -abnahme. Das Differentialgleichungssystem, welches die Ent-
wicklung der Volumenanteile beschreibt, wird durch die Bildung der Differenz
von stabilisierenden und destabilisierenden Energien, d.h. w;; und wy;, fiir die
jeweilige Doménenvariante definiert:

E= O (~wy+wi) (4.6)
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Die Anzahl an Volumenanteilen entspricht der Anzahl an Unbekannten. Zur
Bestimmung dieser Unbekannten muss ein Differentialgleichungssystem, das
aus sechs Differentialgleichungen erster Ordnung besteht, gelost werden. Die
Losung dieses Differentialgleichungssystems ist nicht trivial. Es wurde eine
Vielzahl von Losungsalgorithmen, die innerhalb von Mathematica zur Verfii-
gung stehen, verglichen. Trotzdem konnte fiir bestimmte elektromechanische
Belastungen keine Losung des Differentialgleichungssystems berechnet werden.
Hierbei ist zu beachten, dass die Losbarkeit stark von den gewdhlten Material-
parametern abhingig ist. Durch das explizite Eingrenzen des Wertebereichs der
Volumenanteile auf den physikalisch moglichen Bereich 0 < ¢ < 1 mit Hilfe
von Sprungfunktionen konnten die Losungsalgorithmen stabilisiert werden.

4.1.1 Temperaturabhangigkeit

In diesem Abschnitt soll die Temperaturabhéngigkeit, welche im Materialmodell
durch GI. (4.5)) beschrieben wird, untersucht werden. Das elektrische Feld wird
zyklisch aufgebracht, wobei die Temperatur innerhalb eines Zyklus jeweils kon-
stant ist. Die daraus resultierenden Schmetterlingshysteresen sind in Abb. 4.24]
dargestellt.
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(a) Schmetterlingshysterese in Abhin- (b) Verlauf der Koerzitivfeldstirke tiber
gigkeit von der Temperatur. der Temperatur.

Abb. 4.2: Ferroelektrisches Verhalten in Abhingigkeit von der Temperatur 6.
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Aus dem Nulldurchgang der dielektrischen Hysterese wird die Koerzitivfeld-
stirke E€ bestimmt und fiir die jeweilige Temperatur in Abb. dargestellt.
Es ergibt sich eine lineare Abhéngigkeit der Koerzitivfeldstiarke von der Tempe-
ratur. Dabei nimmt die Koerzitivfeldstirke mit fallender Temperatur zu. Diese
GesetzmiBigkeit wird fiir einen gewissen Temperaturbereich durch Messungen
von [32,139] bestitigt. Analog hierzu steigt in der ferroelastischen Hysterese die
Koerzitivspannung mit sinkender Temperatur an.

4.1.2 Zeitabhangigkeit

Durch die viskoplastische Formulierung des Materialmodells ist es moglich, die
zeitabhingige Entwicklung der remanenten Groflen wiederzugeben. Wihrend
der elektrischen bzw. mechanischen Belastung wird zu unterschiedlichen Zeit-
punkten die Belastung fiir einen gleichen Zeitraum konstant gehalten. Hieraus
ergeben sich die in Abb. 4.3|dargestellten Hysteresen, deren Verldufe maBgeb-
lich tiber den Parameter w, in Gl. (4.5) beeinflusst werden.

0

0.35
-20 0.30
E —40 — 0.25
= -60 =2 0.20
© _s0 0.15
0.10
-100 0.05
-120 L - ‘ 0.00

-0.35-0.30-0.25-0.20—0.15-0.10-0.05 0.00 0.0 0.5 1.0 1.5

S %] E[kV/mm]
(a) Ferroelastische Hysterese. (b) Schmetterlingshysterese.

Abb. 4.3: Zeitabhingigkeit des Materialverhaltens.

Die Simulation zeigt, dass die zeitliche Entwicklung der remanenten Gréf3en
einer exponentiellen Funktion folgt. Dieses Materialverhalten wurde z.B. in der
Arbeit von [109] gemessen. Die Wiedergabe von so genannten ,,Sub-Hysteresen*
ist nicht moglich, da wihrend der Entlastung keine treibende Kraft fiir eine
Anderung der remanenten GroBen vorhanden ist. Erhoht man die Frequenz des
zyklischen elektrischen Feldes, so erhoht sich die Koerzitivfeldstirke. Somit
verhilt sich die Koerzitivfeldstirke, aber auch die Koerzitivspannung gleich,
wenn die Temperatur sinkt oder die Frequenz der Belastung sich erhoht, siehe

Abb. .23
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4.1.3 Homogenisierungsmethode

Die Struktur des von Belov und Kreher vorgeschlagenen Modells basiert auf
einem mikromechanischen Modell mit einer tetragonalen Einheitszelle. Durch
geeignete Homogenisierungsmethoden kann das mikromechanische Modell auf
die nidchst hohere Skala iiberfiihrt werden, um so auch makroskopische Problem-
stellungen zu 16sen. Eine mogliche Methode ist die Betrachtung von zueinander
unterschiedlich orientierten Systemen. Jedes System reprisentiert hierbei eine
bestimmte Kornorientierung. Die Anzahl an méglichen Orientierungen und de-
ren Ausrichtung zueinander sind so gewihlt, dass das Materialverhalten fiir eine
nicht gepolte Keramik isotrop ist. Ausgehend von diesem depolarisierten Zu-
stand sollte eine Belastung in eine beliebige Raumrichtung auch makroskopisch
das identische Verhalten zeigen. Fiir die Untersuchung der isotropen Eigenschaft

1 Zentrales-Achsensystem:

/ -
/

/

6 Achsensysteme, definierten durch {110}-Ebenen:

=

Abb. 4.4: Lage der rotierten Systeme.

wird die in [6] vorgeschlagene Homogenisierungsmethode gewihlt. Es werden
sechs zusitzliche Systeme mit Hilfe der diagonalen Ebenen eines Wiirfels defi-
niert, siche Abb. [#.4] Pro Ebene liegen zwei Richtungsvektoren in der Ebene
(rot), ein dritter Richtungsvektor steht senkrecht auf der Ebene (magenta). Der
zur Ebene senkrecht stehende Vektor schneidet die Wiirfelkante mittig. Ein
siebtes System entspricht dem zentral im Wiirfel stehenden Achsensystem. Alle
Systeme werden mit dem im Raum gleich orientierten elektrischen Feld und
der gleichen mechanischen Spannung belastet (Reuss-Methode). Zu Beginn
wird eine Gleichverteilung der Volumenanteile in jedem System angenommen.
Somit ist ein isotroper Anfangszustand sichergestellt.
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Polykristallines Materialverhalten

Das ferroelektrische Materialverhalten eines Einkristalls ist in Abb. darge-
stellt. Der Einkristall wird durch ein System mit sechs Volumenanteilen simuliert
und in Richtung einer Kristallachse belastet. Das Verhalten eines Polykristalls,
der durch sieben Systeme mit jeweils sechs Volumenanteilen simuliert wird, ist
in Abb. 4.5b|dargestellt. Auffillig ist die Reduktion der Sattigungsdehnung auf
etwa ein Drittel des Wertes des in Achsenrichtung belasteten Einkristalls. Fiir
das Erreichen des vollstindig gepolten Zustandes wird im Fall des Polykristalls
ein hoheres elektrisches Feld von 6 kV/mm bendétigt. Des Weiteren lassen sich
nur im Polykristall zwei Energiebarrieren bei etwa 1.5 kV/mm und 4 kV/mm
erkennen.
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-2 -1 0 1 2 -6 -4 -2 0 2 4 6
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(a) Einkristall (1 System). (b) Polykristall (7 Systeme).

Abb. 4.5: Vergleich der Schmetterlingshysteresen fiir den in Richtung des
zentralen-Achsensystems, siche Abb. 4.4] belasteten Ein- und Po-
lykristall.

Fiir das rein mechanische Verhalten, dargestellt in Abb. 4.6} ergibt sich beim
Vergleich des Polykristalls mit dem in Achsenrichtung belasteten Einkristalls
ein analoges Verhalten. Die Séttigungsdehnung unter Zugspannung (entspricht
der Sittigungsdehnung im vollgepolten Zustand) betrigt beim Polykristall ein
Drittel des Wertes des Einkristalls. Die Séttigungsdehnung wird im Fall des
Polykristalls erst bei gréferen mechanischen Spannungen erreicht und es exis-
tieren hier zusitzliche Energiebarrieren durch die Beriicksichtigung von sieben
Systemen. Fiir den Einkristall ergibt die ferroelastische Hysterese in Abb. 4.64]
das fiir mikromechanische Modelle mit sechs orthogonalen Volumenanteilen
charakteristische Verhiltnis von 1:2 zwischen der remanenten Dehnung un-
ter Zug- und Druckspannung. Im Polykristall, siche Abb.d.6b] verindert sich
dieses Verhiltnis auf 1:1.3, welches mit Ergebnissen aus der Arbeit [23] gut
ibereinstimmt.
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(a) Einkristall (1 System). (b) Polykristall (7 Systeme).

Abb. 4.6: Vergleich der ferroelastischen Hysterese fiir die in Richtung des
zentralen-Achsensystems, siche Abb. belasteten Ein- und Po-
lykristall.

Abhangigkeit von der Belastungsrichtung

Ausgehend vom ungepolten Zustand ist das makroskopische Materialverhal-
ten isotrop. Dies beinhaltet, dass das Materialverhalten unabhingig von der
Belastungsrichtung ist. Fiir eine Untersuchung dieser Eigenschaft wird ein
elektrisches Feld in unterschiedliche Richtungen aufgebracht, wobei nicht der
Betrag, sondern nur die Richtung variiert. Dabei wird die Richtung des elektri-
schen Feldes durch zwei Winkel beschrieben, wie sie in Abb. dargestellt
sind.

Abb. 4.7: Rotation des elektrischen Feldes.

Ein isotropes Materialverhalten kann prinzipiell mit einer hinreichend grof3en
Anzahl von unterschiedlichen Systemen gewihrleistet werden. Die in [8] ge-
wihlte Anzahl von sieben Systemen mit jeweils sechs Volumenanteilen ist
ein Kompromiss hinsichtlich einer effizienten Implementierung in eine Finite-
Elemente-Umgebung, da mit der Anzahl der betrachteten Systeme auch die
Zeit fiir die Simulation des Materialverhaltens linear ansteigt. Die remanente



58 4. Nichtlineare Modellierung von Ferroelektrika

Polarisation und die remanente Dehnung werden in Richtung des angelegten
elektrischen Feldes ausgewertet und auf den Belastungsfall in Richtung der
x3-Achse (¢ = 6 = 0°) normiert. Bei einem von der Belastungsrichtung un-
abhingigen Materialverhalten sollten die normalisierte Polarisation und die
normalisierte Dehnung nur geringfiigig um den Wert eins variieren. Ausgewer-
tet werden die GroB3en bei maximaler Belastung durch das elektrische Feld.
Dazu wird das elektrische Feld so grof3 gewihlt, dass das Material vollstiandig
gepolt wird. Eine Auswertung bei geringeren Feldstirken ergab qualitativ dhnli-
che Ergebnisse. In Abb. 4.8 werden die Verldufe der normierten dielektrischen
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(a) Normierte dielektrische Verschiebung. (b) Normierte remanente Dehnung.

Abb. 4.8: Vergleich der normierten GroBen fiir unterschiedliche Orientierungen
des duBeren elektrischen Feldes bei der Simulation eines Systems.

Verschiebung und der normierten remanenten Dehnung fiir die Simulation mit
einem System dargestellt. Die Richtung des elektrischen Feldes wurde fiir zwei
feste Winkel ¢ = 45° und ¢ = 90° durch den Winkel 6 variiert. Die Simulation
hat gezeigt, dass das Materialverhalten bei nur sechs verschiedenen Doménen-
orientierung abhingig von der Belastungsrichtung ist, da die normierten Grof3en
in Abb. [4.8]z.T. stark vom Wert eins abweichen. Eine Belastung in Richtung der
Raumdiagonalen (6 = ¢ = 45°) bewirkt eine gleichzeitige Entwicklung von drei
Volumenanteilen, die auf Grund ihrer Orientierung zur Belastungsrichtung vom
Betrag gleich sind. Die Summe der spontanen Dehnungen, gewichtet mit deren
Volumenanteilen, siehe Gl. (4.2), ergibt die remanente Dehnung. Fiir diesen
Belastungsfall verschwindet die remanente Dehnung, sieche Abb. 4.8b] und die
dielektrische Verschiebung reduziert sich um ein Drittel, sieche Abb. 4.8l Somit
ist die remanente Dehnung im Vergleich zur dielektrischen Verschiebung ein
sensitiverer Indikator zur Beurteilung der Abhédngigkeit von der Belastungsrich-
tung.
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Abb. 4.9: Vergleich der normierten GroBen fiir unterschiedliche Orientierungen
des duBleren elektrischen Feldes bei einer Simulation von sieben
Systemen.

In Abb. 4.9 wird das Materialverhalten fiir die Simulation mit sieben Syste-
men, d.h. 42 unterschiedlichen Doménenorientierungen, dargestellt. Der relative
Fehler bezgl. des Wertes eins ist fiir die dielektrische Verschiebung kleiner als
6% und somit zu vernachlédssigen, siche Abb. Die remanente Dehnung
in Abb. 4.9b]ist allerdings um den Faktor 1.8 groer, wenn in Richtung der
Raumdiagonalen gepolt wird. In analoger Weise wurde diese Untersuchung
in [6] durchgefiihrt. Die veroffentlichten Ergebnisse stimmen qualitativ mit
den hier dargestellten Ergebnissen iiberein, wobei in [6] nur der Verlauf der
dielektrischen Verschiebung in Abb. .93 beurteilt wird. Die Ursache fiir die
hier identifizierte Abhingigkeit von der Belastungsrichtung liegt nicht an den
konstitutiven Gleichungen des Belov-Kreher-Modells, sondern es resultiert aus
der Geometrie, d.h. der Anzahl der beriicksichtigten Systeme und deren Ori-
entierungen zueinander sowie der Anzahl an Volumenanteilen pro System und
deren Orientierungen. Durch eine geschickte Wahl der geometrischen Parameter
kann die Abhéngigkeit von der Belastungsrichtung der gewihlten Homogeni-
sierungsmethodik maB3geblich beeinflusst werden. Eine optimale Anordnung,
auch im Hinblick auf die Berechnungsdauer, wurde jedoch in dieser Arbeit und
in der Literatur noch nicht gefunden. In der Arbeit [S1]] wird die Orientierung
der Volumenanteile basierend auf einem reguldren Dodecaeder vorgeschlagen.
So kénnen 30 bzw. 210 unterschiedliche Orientierungen beriicksichtigt werden.
Eine Untersuchung der Abhédngigkeit von der Belastungsrichtung wurde in der
Arbeit nicht durchgefiihrt.

Eine Beriicksichtigung von mehr als sieben Systemen ist fiir eine Finite-
Elemente-Implementierung hinsichtlich des benotigten Rechenaufwandes nicht
sinnvoll. Die hier gezeigte Abhédngigkeit von der Belastungsrichtung, die bei
dem Belov-Kreher-Modell und der gewihlten Homogenisierung auftritt, ist
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nicht akzeptabel. Sie ist der Grund fiir die Entwicklung eines phinomenologi-
schen Materialmodells zur Beschreibung des makroskopischen Verhaltens von
Ferroelektrika.

4.2 Phanomenologisches Materialmodell

Unter dem Begriff der phanomenologischen Modellierung versteht man die
Beschreibung von empirischen Beobachtungen mit Hilfe von Modellen, die
im Einklang mit den grundlegenden Theorien sind, aber nicht direkt aus ihnen
abgeleitet werden. Sie ermdglicht einen einfachen Zugang zu der Modellierung
von komplexen Verhalten, allerdings meist nur fiir einen gewissen Anwendungs-
bereich.

In Kap. 4.2.1|werden die konstitutiven Gleichungen des Materialmodells vorge-
stellt. Diese definieren ein Differentialgleichungssystem, fiir dessen Losung in
Kap.[#.2.2]ein angepasster Integrationsalgorithmus dargestellt wird. Fiir die Vali-
dierung des Materialmodells und fiir die Losung des verwendeten Integrationsal-
gorithmus werden in Kap.4.2.3|Simulationsergebnisse aus elektromechanischen
Belastungen diskutiert.

4.2.1 Konstitutive Gleichungen

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein neues Materialmodell entwickelt, welches
die dielektrische Verschiebung D sowie die Dehnung S als Eingangsgrof3en
zur Beschreibung des nichtlinearen Verhaltens von Piezoelektrika verwendet.
Das neue Modell eignet sich deswegen insbesondere fiir die in Kap. [3.1.2] vor-
gestellte hybride Elementformulierung. Dadurch ist es moglich, die besseren
numerischen Eigenschaften dieser Variationsformulierung zu nutzen und die
Ladungstransportphdnomene in Ferroelektrika zu untersuchen. Eine grundlegen-
de Annahme, welche durch das Hystereseverhalten nahe liegt, ist die additive
Zerlegung der Dehnung und der Polarisation entsprechend

S=S+8§' (4.7)
P=P" +P . (4.8)

Die irreversiblen, auch als remanent bezeichneten, Anteile S' und P! sind abhiin-
gig von der Belastungsgeschichte, den unabhingigen Groflen der dielektrischen
Verschiebung D und der mechanischen Spannung o. Sie definieren den aktu-
ellen makroskopischen Zustand des Materials und werden deswegen auch als
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innere Variablen bezeichnet. Die reversiblen GroBen S und P* verschwinden
dagegen nach dem Entlasten wieder. Diese reversiblen Anteile konnen mit Hilfe
der linearen piezoelektrischen Gleichungen

SS=Cc'!:0+d’-E
S . S (4.9)
PP= d:o+ «x-E

bestimmt werden. Im Folgenden wird auf die in GI. (4.9)) auftretenden GroBen
genauer eingegangen. Der Elastizititstensor € wird entsprechend der Formel

v

(D:2,u(]I+
1-2v

I®1 ) (4.10)
aufgebaut und als isotrop bzw. unabhiingig von der Belastungsgeschichte an-
genommen. Hierbei ist u das Schubmodul, v die Querkontraktionszahl (Pois-
sonzahl), I der Einheitstensor zweiter Stufe und I der Einheitstensor vierter
Stufe. Experimentelle Untersuchungen in [111] zeigen eine Abhédngigkeit der
Steifigkeit von den aufgetretenen Belastungen. Diese ist aber im Detail noch
nicht verstanden, obwohl ihr Einfluss nicht unerheblich ist [111]. Eine mogliche
Vorgehensweise, die angibt, wie der Elastizititstensor in Abhingigkeit einer
Polungsrichtung aufgebaut werden kann, ist in [S0] beschrieben.

Der Dielektrizititstensor k wird als isotrop betrachtet und entsprechend

k= «I (4.11)

durch Multiplikation der dielektrischen Konstante x mit dem Einheitstensor 1
aufgebaut. In Messungen zeigt der Dielektizitétstensor ein nichtlineares Hyste-
reseverhalten [98, [111]], welches im Modell in Gl. @.11)) nicht beriicksichtigt
wird. Eine mégliche Implementierung einer transversalen Anisotropie in Abhén-
gigkeit von der Richtung der remanenten Polarisation ist in [47]] beschrieben.

Von zentraler Bedeutung ist der piezoelektrische Tensor d, der die Kopplung
von mechanischen und elektrischen Gréf3en beschreibt. Die makroskopische
Kopplung ist im depolarisierten Zustand (z.B. nach dem Sintern) nicht vor-
handen. Sie entwickelt sich erst durch ein dulleres elektrisches Feld, welches
die Doménen in eine Vorzugsrichtung orientiert. Hierdurch entsteht eine ma-
kroskopisch remanente Polarisation. Die Achse dieser Polarisation beschreibt
im Modell die transversale Isotropie der elektromechanischen Kopplung. Die
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Richtung der remanenten Polarisation P wird durch den Einheitsvektor

. P
¥ = — (4.12)
il

angegeben. Der lineare Zusammenhang zwischen dem piezoelektrischen Tensor

—| di (ePePe,f)

+d, (6,~j - eiPielPi) e,fi (4.13)

v (G- ef el el + (61— efef) e}’i)] |

und der remanenten Polarisation zeigt die gewiinschte Abhingigkeit, da im
ungepolten Zustand IBi|| = 0 keine Kopplung vorliegt. Im vollgepolten Zustand
ist |[Pi|| = P** und entspricht die Polungsrichtung der x;-Richtung (&' = &),
so sind di, d, d- die linearen piezoelektischen Konstanten ds3, d31,d;s in der
Voigt-Notation bzw. d333, d311, 2d131 in der Tensor-Notation.

Fiir die Wiedergabe des Hystereseverhaltens, siche Kap. [2.1], miissen die rema-
nenten Anteile bestimmt werden. In Analogie zur Vorgehensweise im Bereich
der Metallplastizitit werden vier FlieBflichen definiert, die das nichtlineare
Verhalten wiedergeben. Bei der Schmetterlingshysterese und der dielektrischen
Hysterese kommt es erst nach dem Uberschreiten eines bestimmten Grenzwertes
zu einer remanenten Veridnderung. Die skalare Funktion

=B - B - Do B (4.14)

definiert diese FlieBfliche. Der Materialparameter c¢ wird aus der Steigung im
nichtlinearen Bereich der dielektrischen Hysterese bestimmt und kann durch
die Beziehung

¢ L+cfk+e)
==

- (4.15)
Cc

in den Materialparameter c¢® des Modells in [48] umgerechnet werden. Fiir die
Wiedergabe des rein elektrischen Materialverhaltens ist D¢ = D€ eine Konstante,
die aus der Koerzitivfeldstirke E¢ entsprechend

D¢ = E%( + «) (4.16)
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bestimmt wird. Ist dem elektrischen Feld eine mechanische Spannung iiber-
lagert, so ist die GroBe D abhingig von der mechanischen Spannung und der
remanenten Polarisation. Dieser Zusammenhang wird durch

D¢, P') = D (1 + ||<1:1 : 0'|| |_E‘Pi -O'De"-e”Pi-‘) 4.17)

definiert. Der Ausdruck & - oP¢¥ . 2" wertet die in Richtung der remanenten
Polarisation wirkende Normalspannungskomponente des Spannungsdeviators
aus. Die Klammer | x] steht fiir die Heaviside-Funktion:

x] = 1, x>0 4.18)
o, x<o0 '

Die Gleichung driickt die Annahme aus, dass eine Druckspannung senk-
recht zur Polungsrichtung keine Depolarisation verursacht, eine Zugspannung
senkrecht zur Polungsrichtung jedoch zu einer mechanischen Depolarisati-
on fiihren kann. Anstelle der Heaviside-Funktion konnte auch eine Tangens-
Hyperbolicus-Funktion verwendet werden, die den Ubergang in GI.
wrunder* gestaltet und damit vielleicht numerische Vorteile hat. Die FlieBfliche
in GI. (4.14)) hat eine kinematische und eine isotrope Verfestigung, die iiber die
Parameter ¢ und D° gesteuert werden.

Ein fundamentaler Unterschied zwischen der Modellierung des elastisch-
plastischen Verhaltens von Metallen im Vergleich zur Modellierung von Fer-
roelektrika besteht darin, dass bei Ferroelektrika bei einer kontinuierlichen
Erhohung der Belastung die Entwicklung der irreversiblen bzw. remanenten
Anteile zu einem gewissen Zeitpunkt stoppt. Das Umklappen von Doménen bzw.
die Entwicklung der remanenten Polarisation stoppt, wenn die Séttigungsgrenze
Ps erreicht ist. Dieses Verhalten wird durch eine zweite FlieBfliche

e = ||B]| - P (4.19)

beschrieben. Diese ist bei ||131|| = P% aktiv, d.h. wenn das Material den voll-
stindig makroskopisch gepolten Zustand erreicht hat. Das Einfiihren einer
zusitzlichen und relativ einfachen FlieBbedingung zur Wiedergabe des Sitti-
gungsverhaltens scheint evtl. kompliziert, ist aber eine sehr zuverlédssige Imple-
mentierung. In der Arbeit von [[113] wird das Sittigungsverhalten iiber einen
von der Polarisation abhingigen kinematischen Verfestigungsparameter (in
dieser Formulierung entspricht dies ¢%) beriicksichtigt. Hierdurch wird fiir die
Modellierung des ferroelektrischen Verhaltens nur eine FlieBfliche bendotigt.

Die bis hier ausgefiihrte Vorgehensweise wird in Abb. 4.10] dargestellt. Aus-
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Abb. 4.10: Beschreibung des ferroelektrischen Materialverhaltens im phinome-
nologischen Materialmodell.

gehend von einem makroskopisch ungepolten Zustand wird das anliegende
elektrische Feld kontinuierlich erhdht. Die dielektrische Verschiebung nimmt in
Abb. zunichst solange linear zu, wie die FlieBfunktion f9 kleiner als null
ist. Beim Uberschreiten der Koerzitivfeldstirke E¢ beginnen sich die Domiinen
in Richtung des elektrischen Feldes zu orientieren. Es kommt zur Entwicklung
einer remanenten Polarisation, siche Abb. 4.10b| Die FlieBfunktion f¢ ist in
dieser Phase gleich null. Wird die Sittigungspolarisation P erreicht, so ist die
Sattigungsfunktion A¢ gleich null und die Entwicklung der remanenten Pola-
risation wird gestoppt. Das Sittigungskriterium besitzt eine hohere Prioritét.
Deswegen ist in diesem Bereich eine Verletzung der FlieBfunktion f¢ > 0 zulis-
sig. Die Steigung der dielektrischen Hysterese im gesittigten Zustand entspricht
der eines reversiblen Dielektrikums (identisch zum ungepolten Zustand).

Die Nichtlinearitidt bzw. die Entwicklung der remanenten Polarisation wird

abschnittsweise durch Geraden wiedergegeben. Die Evolutionsgleichung fiir P
kann wie folgt angegeben werden:

0 . Fall 1
. afd\
hd
Apa (66_) : Fall 3
OP!

Diese ist eine von der Geschwindigkeit unabhéingige, homogene Differentialglei-
chung ersten Grades. Die Proportionalititsfaktoren A bzw. A, bestimmen den
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Betrag des Inkrementes und werden durch die Konsistenzbedingungen f d=0
bzw. hd = 0 bestimmt. Die Fille 1 bis 3 entsprechen den Unterteilungen auf der
x-Achse in Abb.

Das Umklappen der Doménen fiihrt zu einer irreversiblen, remanenten Dehnung
S', die durch mechanische Spannungen und durch die Ausrichtung der remanen-
ten Polarisation verursacht wird. Damit beide Effekte unabhéingig voneinander
betrachtet werden konnen, wird die remanente Dehnung

St = §P 4 gm (4.21)

in zwei Teile zerlegt: In die remanente ferroelastische Dehnung $™ und in die
durch die remanente Polarisation induzierte Dehnung S™. Fiir die Wiedergabe
des ferroelektrischen Materialverhaltens ist die remanente, ferroelektrische
Dehnung S direkt iiber die Gleichung

. Bl
SP = %SS“ |1|>?|t| @ ee” - % D (4.22)

mit der remanenten Polarisation verkniipft. Im Fall einer vollstindigen Polung
||Pi|| = P**, z.B. in die Richtung &, ist die ferroelektrische Dehnung

| 1 0 0
SP=5.10 -1 0 | . (4.23)
1
0 0 -1

Daraus wird deutlich, dass die ferroelektrische Dehnung rein deviatorisch ist.
Untersucht man das rein ferroelektrische Verhalten, dann ist Sm = (. Somit
ist es moglich, die Schmetterlingshysterese wiederzugeben. Dazu muss das
elektrische Feld mit einer Amplitude oberhalb der Koerzitivfeldstirke zyklisch
angeregt werden. In Abb. . TT]ist eine Schmetterlingshysterese schematisch
dargestellt. Im ungepolten Zustand ist keine Kopplung zwischen Dehnung
und elektrischem Feld vorhanden. Beim Uberschreiten der Koerzitivfeldstirke
kommt es zur Entwicklung der remanenten Polarisation und gekoppelt damit,
siehe Gl. (4.22), zu einer remanenten Dehnung. Durch die vorhandene elektro-
mechanische Kopplung ist der remanenten Dehnung S eine reversible Dehnung
S" tiberlagert. Ist der gesittigte Bereich erreicht, so ist die Kopplung maximal
und die ferroelektrische Dehnung bleibt konstant. Auf Grund des linearen pie-
zoelektrischen Effekts nimmt die reversible Dehnung bei einem steigenden
elektrischen Feld weiter zu. Ohne anliegendes elektrisches Feld verbleibt im
Material eine remanente Dehnung, die der Sittigungsdehnung S entspricht.

Bisher wurde nur das ferroelektrische Materialverhalten untersucht und der
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Abb. 4.11: Schematische Darstellung der Schmetterlingshysterese fiir das pha-
nomenologische Materialmodell.

Einfluss der mechanischen Spannung vernachlissigt. Im Folgenden wird auf die
Modellierung der Ferroelastizitit eingegangen. Durch eine mechanische Belas-
tung konnen Dominen umklappen. Allerdings existieren hierfiir immer mehrere
gleich wahrscheinliche Richtungen, siehe z.B. Abb. 2.3] Deshalb kann sich
keine gerichtete, makroskopische Polarisation entwickeln. Ist keine Anfangspo-
larisation vorhanden, so kann das ferroelastische Materialverhalten entkoppelt
betrachtet werden. Dann gilt fiir die gesamte remanente Dehnung S' = $'™. Die
Vorgehensweise folgt der Struktur fiir die ferroelektrische Modellierung und ist
identisch mit der dreidimensionalen Formulierung von [10]. Der Ubergang vom
elastischen zum inelastischen Bereich wird iiber die Von-Mises-FlieBfunktion

3 . >
= \g I(o — c™S™)PY|| — 6°(E, P (4.24)

definiert, deren Struktur analog zu Gl. (4.14)) ist. Ausgehend von einem unge-
polten Material ohne iiberlagertes elektrisches Feld, ist die Koerzitivspannung
0° = 0° und ™ beschreibt eine kinematische Verfestigung. Eine vorhandene
Polarisation kann je nach Orientierung zum iiberlagerten elektrischen Feld den
Polungszustand stabilisieren oder destabilisieren. Die Gleichung

-

(B, P') = <0'° +h— -3Pi> (4.25)
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stellt einen Zusammenhang zwischen o, der remanenten Polarisation und dem
elektrischen Feld her. Dabei beschreibt die Klammer (x) die Eigenschaft

() = x x>0 (4.26)
“lo :x<o '

und gewihrleistet somit, dass die Koerzitivspannung 6 nicht negativ wird. Die
GroBe A ist ein nicht negativer Materialparameter, der die elektromechanische
Kopplung definiert. Ein elektrisches Feld in Polungsrichtung, d.h. E.2” >0,
erhoht die Koerzitivspannung und ein entgegengesetztes Feld, d.h. E.-2” <0,
reduziert diese. Ist die Sittigungsdehnung S erreicht, sorgt die FlieBfunktion

m _ % im|| _ sat_\/z i
i = 3l - (s sl @2

dafiir, dass die Entwicklung der mechanisch induzierten, remanenten Dehnung
S'™ gestoppt wird. Die in GI. beriicksichtigte Differenz (S sat — \/g ||Sip||)

gewihrleistet, dass im vollstdndig gepolten Zustand, fiir den ||131|| = P** und
||Si|| = ||Sip|| = % gilt, eine tiberlagerte mechanische Spannung zu keiner wei-
teren remanenten Dehnung fiihrt. Die Sattigungsfunktion 2™ ist tiber die Grofe
S direkt mit der Gl. (#22) an die Entwicklung der remanenten Polarisation
gekoppelt. Analog zu den ferroelektrischen Evolutionsgleichungen, kann die
Evolutionsgleichung fiir die ferroelastische Dehnung $™ in drei Berechnungs-
vorschriften aufgeteilt werden:

0 : Fall 1

. afty .

/lhm(ah. ) : Fall 3
aslm

Die Proportionalitdtsfakoren Asm und A;» werden basierend auf mit den Konsis-
tenzbedingungen f™ = 0 und 4™ = 0 bestimmt. Eine schematische Darstellung
der ferroelastischen Hysterese ist in Abb. dargestellt. Die Steigung im
ersten und im dritten Bereich, dem gesittigten Bereich, entspricht dem Elas-
tizitdtsmodul Y. Im mittleren Abschnitt tiberlagern sich die reversiblen und
remanenten Dehnungsanteile, so dass die Steigung sinkt. Diese drei Bereiche
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Abb. 4.12: Schematische Darstellung der ferroelastischen Hysterese fiir das
phdnomenologische Materialmodell.

entsprechen den Fillen in der Evolutionsgleichung Gl. (4.28). Eine asymme-
trische ferroelastische Hysterese wird in [[107] durch die Definition zweier
Sattigungsfunktionen modelliert. In der Arbeit von [39] wird die Zug- und
Druck-Asymmetrie mit Hilfe von Invarianten modelliert.

Fiir eine mathematisch geschlossene Darstellung der Evolutionsgleichungen
miissen die unterschiedlichen Fille in Gl. (4.20) und Gl. (4.28)) durch die Schalt-
funktionen in Gl. (4.18)) sowie durch

ETIE S (4.29)
270, x<o0 |

miteinander verkniipft werden. Fiir eine kompakte Darstellung der Evolutions-
gleichungen werden zusitzliche GroBen eingefiihrt:

pi= gy w= L (4.30)
= dz pi=0 - dr f,izl_fd'll_]:d'l/lfd% > .

* d * d

m: — fm - im . hm: —hm ~yim * orm s 431
/ dtf 5™ dr s =Ll G (331

und durch Heaviside-Funktionen miteinander verkntipft

. . *. . . *. .

Fo=|F||A] H = [[h] |+ ]|, i=dm. (4.32)
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Damit ist es moglich, die Evolutionsgleichungen fiir die remanenten Grofen in
einer geschlossenen Form anzugeben:

5. o4 ohd
P =(1-H%®8&). (Fdafd ]: ) + H'p— (4.33)
dpi
im af™ Oh™
S = I— HmNm Nm . Fm/l 'm + Hm/l m A 434
( &N ( " b ) " osim 30
Die GroBlen
ond O™ /5S'
é)b:T, m:—/as.. (435)
OPi |onm /0S|

ermoglichen die Rotation der remanenten Groflen im geséttigten Zustand. Eine
detaillierte Herleitung dieser Darstellung ist fiir ein in seiner Struktur sehr
dhnliches Materialmodell in [47] und [10] zu finden. Das durch Gl. (4.33)
und Gl. (#.34) vollstindig definierte System besteht aus neun gekoppelten
Differentialgleichungen und ist stark nichtlinear. Dies stellt eine besondere
Herausforderung fiir das auszuwihlende Losungsverfahren dar.

4.2.2 Integrationsalgorithmus

Die Entwicklung eines Materialmodells fiir die Wiedergabe des nichtlinearen
Verhaltens von Ferroelektrika ist auf Grund der elektromechanischen Kopp-
lung eine groBBe Herausforderung. Insbesondere im Hinblick auf eine Imple-
mentierung in eine Finite-Elemente-Umgebung ist die Stabilitit und die Ge-
schwindigkeit des Integrationsalgorithmus von entscheidender Bedeutung. Das
Gleichungssystem muss zu jedem Zeitschritt und an jedem GauBpunkt gelost
werden. Dieser Aspekt wird in der Entwicklung der konstitutiven Gleichungen
im Abschnitt|4.2.T|beriicksichtigt. Ziel ist es, das nichtlineare Gleichungssystem
mit einem angepassten Return-Mapping-Algorithmus zu 16sen. Mit diesem
Algorithmus konnte in der Arbeit von [60] ein dhnliches nichtlineares Material-
modell stabil und effizient gelost werden. Fiir das neue Materialmodell in der
hybriden Elementformulierung muss dieser Algorithmus angepasst werden.
Der Return-Mapping-Algorithmus ist im Bereich der nichtlinearen Modellie-
rung von elastisch-plastischem Materialverhalten bereits etabliert [9, [89]], auch
weil seine implizierte Formulierung meist groe Schrittweiten ermoglicht. Der
grundsitzliche Aufbau dieses Integrationsverfahrens kann durch zwei Schritte
beschrieben werden. Im ersten Schritt wird unter der Annahme eines eingefro-
renen plastischen FlieBens ein sogenannter ,,elastischer Pridiktor* berechnet.
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Verletzt dieser eine FlieBbedingung, so muss in einem darauf folgenden zweiten
Schritt ein sogenannter ,,plastischer Korrektor* bestimmt werden, der aus geo-
metrischer Sicht der kiirzesten Projektion zuriick auf die FlieBfliche entspricht.
Bei einer Von-Mieses-Fliefunktion zeigt diese Richtung im deviatorischen
Spannungsraum zum Mittelpunkt der kreisformigen FlieBfliche. Deshalb wird
dieses Losungsverfahren auch als Radial-Return-Mapping-Methode bezeichnet
[16].

Fiir das vorgestellte Materialmodell wird in diesem Kapitel eine angepasste
Losungsmethode eingefiihrt, die durch die Vorgehensweise der Radial-Return-
Mapping Methode motiviert ist und an die hybride Elementformulierung aus
Kap. angepasst ist. Die hybride Elementformulierung besitzt als primére
Knotenvariablen die Verschiebung i, das elektrische Potential ¢ und die dielek-
trische Verschiebung D. Fiir die verbreitete elektromechanische Formulierung
ohne dielektrische Verschiebung als Knotenvariable, siehe [2], ist das hier vor-
gestellte Losungsschema nicht direkt anwendbar. Hierfiir konnte das in [60]
vorgestellte Verfahren genutzt werden. Die remanente Dehnung und die rema-
nente Polarisation werden in einem zweistufigen Verfahren berechnet mit

n+1l_))i — nl_Si +Al_5i’f +A1_$i,h , n+1sim — nsim +Asim,f +Asim,h ) (436)

Der Index n steht fiir den Zeitpunkt zu Beginn eines Lastschrittes, bei dem
alle Zustandsgrof3en bekannt sind. Der Index n + 1 bezeichnet den Zustand am
Ende eines Lastschrittes, fiir den die jeweiligen Groflen neu berechnet werden
miissen. Die Korrektoren Aﬁi’f, Af’i’h, AS™ und AS™" werden aus den zugeho-
rigen FlieB- und Sattigungsbedingungen bestimmt. Der Losungsalgorithmus hat
eine hierarchische Struktur. Zu Beginn wird die elektrische FlieBbedingung in
Gl. (4.14) abgefragt. Gilt fiir diese Fliefunktion fd(““ﬁ, "131, D) < 0, so findet
keine Entwicklung der remanenten Polarisation statt und beide Korrektoren
sind gleich null (Af’i’f = AP\ = 6). Uberschreitet die dielektrische Verschie-
bung eine kritische Grole D¢, so wird die FlieBbedingung verletzt. Dann wird
der Korrektor AP berechnet, damit die Bedingung f¢ < 0 erfiillt ist. Fiir die
Bestimmung des Korrektors wird der Ansatz

afd

A]T))i’f = /1fd 5
oD

(4.37)

gewihlt, der sich aus dem zweiten Fall der Evolutionsgleichung in Gl. (4.20)
ergibt. Die Ableitung der FlieBfunktion f9 nach der dielektrischen Verschiebung
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f), mit
afd _ n+|]3 _ Cd.nl_)’i
a]_j n+1]3 _ Cd,nﬁi”

(4.38)

bestimmt die Richtung des Korrektors. Als Vereinfachung wird in Gl. (4.38)
die remanente Polarisation am Ende des letzten konvergierten Zeitschrit-
tes verwendet. Der Betrag von Ay wird aus der Konsistenzbedingung
fd ("*‘D, "B+ AP f) = fd (/l fd) 0 bestimmt. Es ergibt sich eine nichtlineare
Gleichung, die unter der Annahme, dass die kritische dielektrische Verschiebung
D¢ innerhalb eines Zeitschrittes konstant ist, analytisch entsprechend

nDC

C

Ags = (4.39)

A

nDC

n+1D — 4. nPl” 1}

gelost wird. Die kritische dielektrische Verschiebung D¢ wird in einer so ge-
nannten Gedéchtnis-Variablen gespeichert, die am Ende eines konvergierten
Zeitschrittes bestimmt wird und dann fiir den darauf folgenden Zeitschritt kon-
stant ist.

Im néchsten Schritt wird tiberpriift, ob durch den Korrektor AP das Sattigungs-
kriterium h¢ (131 + Aﬁi’f) < 0 verletzt wird. Ist der vollstindig gepolte Zustand
P+ Aﬁi’f|| < Psit), 50 ist P! = "Bl + AP eine zulissige
Losung. Dann ist die Berechnung des zweiten Korrektors trivial, da AP = 0.
Wird allerdings die Sittigungsfunktion 4 verletzt, so muss der zweite Korrektor
AP {iber den Ansatz

oh’
JPi

AP = 10—

(4.40)

bestimmt werden. Dieser Berechnungsansatz ist durch den dritten Fall der
Evolutionsgleichung in Gl. (4.20) motiviert. Es wird die remanente Polarisation
auf der kiirzesten Strecke zuriick auf das Séttigungskriterium projiziert. Durch
Losen der Konsistenzbedingung

hd (“13i + AP + Aﬁi’h) =hd () =0 (4.41)
ergibt sich fiir den Korrektor

e aB] - —+ 4P (4.42)

API ho [Psat
+ AP

nd
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Somit stellt der Korrektor in Gl. (¢.42)) sicher, dass das Sittigungskriterium
h® < 0 erfiillt wird. Fiir den eindimensionalen Fall kann das Konzept des Return-
Mapping-Algorithmus anhand von Abb. 4.13|schematisch dargestellt werden.
Ausgehend vom ungepolten Zustand wird ein kontinuierlich ansteigendes elek-
trisches Feld aufgebracht. Uber die linearen piezoelektrischen Gleichungen ist
die dielektrische Verschiebung mit dem elektrischen Feld auch im ungepolten
Zustand (d = 0) gekoppelt. Wird die kritische dielektrische Verschiebung D¢

<o =0 ; <o =0 >0
PI nd <0 nd <o PI hd <o hd<o rd=0
Apl.f
Pi,h
psat . psat| /"
AP
P D D
DC "D ‘n+1D DC ”D n+1D
(@ =0 (b) h*=0

Abb. 4.13: Return-Mapping-Algorithmus bei eindimensionalem, ferroelektri-
schem Materialverhalten.

iiberschritten, so fiihrt der erste Korrektor AP zu einer Entwicklung der re-
manenten Polarisation P!, siche Abb. Ist die Sittigungspolarisation P
erreicht, siche Abb. wird zusitzlich ein zweiter Korrektor AP addiert,
der sicherstellt, dass die remanente Polarisation nicht weiter ansteigt.
Die FlieBflachen lassen sich im zweidimensionalen Raum durch Kreise darstel-
len, sieche Abb. In diesem Diagramm ist ein Zustand zu sehen, bei dem
zu Beginn des Zeitschrittes das Sittigungskriterium A% < 0 noch erfiillt ist, der
Korrektor AP fiir den neuen Zeitschritt dieses allerdings verletzt. Deswegen
wird der zweite Korrektor AP berechnet, der die remanente Polarisation zu-
riick auf die Sittigungsfliche 4% = 0 projiziert. Die rot gepunktete FlieBfliche
verdeutlicht, dass in diesem Losungsverfahren "D€ innerhalb eines Zeitschrittes
konstant ist. Am Ende eines konvergierten Zeitschrittes wird die kritische di-
elektrische Verschiebung ™'D¢ neu berechnet, so dass sich der Durchmesser des
rot gepunkteten Kreises in Abb. d.14] verdndern kann (isotrope Verfestigung).
Im dreidimensionalen Raum konnen die FlieBbedingungen des phinomeno-
logischen Materialmodells durch Kugeln dargestellt werden. Die Anwendung
der Normalen-Regel fiihrt dazu, dass die Korrektoren immer in eine radiale
Richtung zeigen.
Der nichste Schritt des Losungsverfahrens ist die Wiedergabe des ferroelas-
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Abb. 4.14: 2D-Darstellung des Radial-Return-Mapping-Algorithmus fiir das
ferroelektrische Materialverhalten.

tischen Materialverhaltens. Die mechanische FlieBbedingung f™ = 0 wird
unabhingig vom ferroelektrischen Verhalten immer ausgewertet. Hierfiir muss
eine mechanische Spannung

fg = f(n+1]_j’ n+113’i’n+ls’ n+1Sip’nSim) (4.43)
— Dy . (n+IS _migip _ nSim) _ i . (n+1]_j _ n+113’i) (4.44)

berechnet werden. Dabei wird die remanente Dehnung "S$™ am Ende des vor-
herigen konvergierten Zeitschrittes verwendet. Der Index * zeigt, dass es sich
hierbei um eine fiktive Spannung (trial-stress) handelt. Die remanente Dehnung
auf Grund der remanenten Polarisation wird entsprechend Gl. (4.22)) berech-
net. Der Piezotensor h und der Steifigkeitstensor ?C sind iiber die GI. (2.38),
Gl. (2.40) und GI. (4.13)) mit der remanenten Polarisation gekoppelt.

Analog zur Vorgehensweise fiir die Berechnung der remanenten Polarisation ist
die Koerzitivspannung o eine weitere Gedichtnis-Variable, die zu Beginn eines
Zeitschrittes ausgelesen wird und dann fiir den Zeitschritt konstant bleibt. Durch
diese Vereinfachung lésst sich die remanente Dehnung im ferroelastischen Fall
analytisch berechnen. Wird die mechanische FlieBbedingung verletzt, wird der
Korrektor

arm

Asim,f = Am
™ b0

(4.45)
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Abb. 4.15: Ablaufschema des adaptierten Return-Mapping-Algorithmus inner-
halb des hybriden Finite-Elementes.
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entsprechend des zweiten Falls der Evolutionsgleichung in Gl. (4.28) bestimmt.
Die Ableitung der FlieBbedingung nach der mechanischen Spannung, d.h.

N mnimDeV
6fm: (0'—6‘ S ) N , (446)

W oo ems|

ergibt die Entwicklungsrichtung des Korrektors. Diese Vorgehensweise stellt
sicher, dass der Korrektor 48™" ein deviatorischer Tensor ist. Dies entspricht
den Messungen von [111]] und gibt das Verhalten wieder, dass das Umklap-
pen von Dominen zu keiner Anderung des Volumens fiihrt. Das Losen der
Konsistenzbedingungen, d.h. f™ = 0, fiihrt zu einer quadratischen Gleichung.
Basierend auf den Abkiirzungen

A=(o-c"s")"" und B=(C:N-c"-N) (4.47)

kann die Losung fiir den skalaren Faktor A¢» in geschlossener Form entspre-
chend

A:B- (A B} - B> (42~ 300+
32

Apm = (4.48)
mit dem inneren Produkt X : Y = X;;Y;; und X’ = X, ;X;; bestimmt werden.
Unter Beriicksichtigung der remanenten Dehnung durch die remanente Polari-
sation 'S zusammen mit dem ferroelastischen Korrektor der Dehnung AS™f
wird das Sattigungskriterium 2™ (“Sim + AS™ ““Sip) < 0 iberpriift. Ist die Sét-
tigungsfunktion erfiillt, so ist AS™" = 0 und die Berechnung aller remanenten
GroBen abgeschlossen. Wird das Sattigungskriterium jedoch verletzt, so muss
ein zweiter Korrektor fiir die remanente Dehnung 4S™" berechnet werden.
Hierfiir wird der Ansatz

oh™

ASim’h = /lhm -
H8m

(4.49)

aus der Evolutionsgleichung fiir den dritten Fall in Gl. (4.28) gewihlt. Die
Ableitung der Sittigungsfunktion nach der remanenten Dehnung, d.h.

oh™ 2 n§im 4 pggime
—.:\ﬁ- T2 (4.50)
as™ 3 |ls™ + 48|
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projiziert die Dehnung zuriick auf die Sattigungsfunktion. Durch das Losen der
Konsistenzbedingung

— 3 3 sat
bim =3 (\ES (

wird der Proportionalititsfaktor 4, bestimmt. Die remanente mechanische Deh-
nung "'S™ am Ende eines Zeitschrittes ergibt sich aus Gl. #36), d.h. durch
die Addition der Korrektoren und der remanenten Dehnung zu Beginn des
Zeitschrittes. Zusammenfassend stellt Abb. die hierarchische Struktur des
Losungsalgorithmus dar, wie sie in FORTRAN innerhalb des hybriden Finite-
Elementes in FEAP implementiert wurde. Am Ende jedes Zeitschrittes ist es
zur Auswertung der Gleichgewichtsbedingung notwendig, die mechanische
Spannung "'o und das elektrische Feld “E zu berechnen.

Durch die teilweise Verwendung von nicht aktualisierten Variablen liegt kein
rein implizites Integrationsverfahren vor. Deshalb sollte die Schrittweite, dem
zu 16senden Problem entsprechend, moglichst klein gewihlt werden. Hierfiir
sind gewisse Erfahrungswerte vorteilhaft.

Durch die gezeigten Vereinfachungen ist es moglich, eine analytische Losung
zu berechnen. So werden numerische Probleme vermieden, was sich positiv auf
die Stabilitéit des Integrationsalgorithmus auswirkt. Zusétzlich kann eine quasi
analytische, konsistente Tangente mit Hilfe der automatischen Differentiation,
siehe Kap. [3.2.2] berechnet werden, um damit die globale Newton-Iteration
zu beschleunigen und um bessere Konvergenzkriterien zu erzielen. Deshalb
ist es moglich, ein Finite-Elemente-Problem trotz kleinerer Zeitschrittweiten
schneller zu l6sen.

nSim+ASim’f” _

~15%) (4.51)

Der neu entwickelte Losungsalgorithmus stellt sicher, dass beide Sattigungs-
kriterien stets erfiillt sind. Fiir eine Validierung des Losungsalgorithmus und
der darin getroffenen Annahmen ist es erforderlich, verschiedene Testszenarien
zu entwickeln und deren Ergebnisse auf Plausibilitét zu tiberpriifen. Dies ist
Bestandteil des folgenden Abschnittes.

4.2.3 Simulation elektromechanischer Beanspruchungen

Zur Validierung eines Materialmodells fiir Ferroelektrika sowie des verwendeten
Integrationsalgorithmus werden in diesem Abschnitt Testszenarien vorgestellt.
Diese Tests ermitteln die Eigenschaften des Modells unter elektrischer, mecha-
nischer, gekoppelter und multiaxialer Beanspruchung. Sie eignen sich dazu,
sowohl die Fihigkeiten des neuen Materialmodells zu untersuchen und bieten
die Moglichkeit fiir den Vergleich und die Validierung bereits existierender
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Modelle. Insbesondere die Wiedergabe des gekoppelten elektromechanischen
Verhaltens ist anspruchsvoll und nur wenige Materialmodelle sind in der La-
ge dieses wiederzugeben. Die hier gezeigten Ergebnisse wurden mit dem in
Kap.[4.2.T|vorgestellten Materialmodell unter Verwendung des Return-Mapping-
Algorithmus in Kap. #.2.2)innerhalb der Finite-Elemente-Umgebung FEAP be-
rechnet. Die verwendeten Materialparameter sind fiir alle Testszenarien gleich
und in Tab. angegeben. Diese Materialparameter geben das typische Verhal-
ten einer Weich-PZT-Keramik wieder.

psat 0.29 KN/MVmm h 0.02 kN/mm?

S sat 0.002 % 0.37

cm 20 kN/mm? Y 60 kN/mm?
4 1.05 di 0.45 mm/MV
| 1.05E -3 MV/mm d, —-0.21 mm/MV
o° 40E -3 kN/mm? d- 0.29 mm/MV
K 20 kKN/MV?

Tab. 4.1: Materialparameter.

Ferroelektisches Materialverhalten

Die dielektrische Hysterese und die Schmetterlingshysterese sind charakteris-
tisch fiir das Materialverhalten von Ferroelektrika. Das simulierte Verhalten
eines zu Beginn ungepolten Materials unter einer zyklischen Belastung durch
ein elektrisches Feld oberhalb der Koerzitivieldstérke ist in Abb. darge-
stellt. Das Materialmodell gibt sowohl die dielektrische Hysterese als auch die
Schmetterlingshysterese wieder, d.h. das nichtlineare Grof3signalverhalten von
Ferroelektrika. Beide Hysteresen werden im Modell mit Hilfe von FlieBflichen
beschrieben. Ausgehend von einem ungepolten Zustand liegt entkoppeltes
Materialverhalten vor, das dem eines linearen Dielektrikums entspricht. Erhoht
man das elektrische Feld tiber die Koerzitivfeldstiarke E¢ = 1.05 kV/mm hinaus,
so kommt es zu einer schnellen Entwicklung der remanenten Polarisation bzw.
einer dielektrischen Verschiebung und damit gekoppelt zu einer remanenten
Dehnung. Ist die Sittigungspolarisation erreicht, d.h. P = 0.29 C/m?, ver-
hindert das Sattigungskriterium eine weitere Entwicklung der remanenten
Polarisation. Der Verlauf der dielektrischen Hysterese in Abb. ist im
gepolten Zustand parallel zu dem im ungepolten Zustand. Die Schmetterlings-
hysterese in Abb. zeigt im voll gepolten Zustand das fiir die technische
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Abb. 4.16: Simulation des rein ferroelektrischen Materialverhaltens.

Anwendung entscheidende linear gekoppelte Verhalten zwischen dem elektri-
schen Feld und der Dehnung. Die kinematische Verfestigung fiihrt entsprechend
der elektrischen FlieBfunktion in Gl. (4.14) zum sogenannten ,,ferroelektrischen
Bauschinger-Effekt*. So beginnt das Umklappen in entgegengesetzter Richtung
unter einer kleineren negativ elektrischen Feldstérke als die negative Koerzitiv-
feldstirke —E° zu Beginn. Ein oszillierendes elektrisches Feld fiihrt zu einer
geschlossenen Hysterese sowohl in Abb. als auch in Abb. 4.16b] Die
Schmetterlingshysterese gibt den Sachverhalt wieder, dass auch ein negatives
elektrisches Feld eine positive Dehnung hervorruft.

Rotation der Polung

Die Rotation der Polung ist fiir viele Materialmodelle ein nicht triviales Pro-
blem. Dies gilt insbesondere fiir den Integrationsalgorithmus, da hierfiir je nach
Implementierung Projektionsterme zu beriicksichtigen sind. Auf Grund der
dreidimensionalen Formulierung des Materialmodells ist eine Entwicklung der
remanenten Polarisation in beliebiger Richtung moéglich. Im Materialmodell
von [46, [84] ist die Richtung der remanenten Polarisation fest vorgegeben, d.h.
dass nur ein 180°-Grad-Umschalten betrachtet wird.

Ein einfaches Beispiel zeigt das Rotieren der Polarisation um 90°. Hierfiir wird
eine Simulation mit den in Abb. dargestellten Randbedingungen aufge-
baut. In dieser Abbildung wird zur Vereinfachung die dritte Dimension nicht
dargestellt, da das Finite-Elemente-Modell in dieser Richtung weder elektrisch
noch mechanisch durch Randbedingungen beeinflusst wird. In Abb. ist
sowohl der zeitliche Verlauf des elektrischen Feldes als auch der der remanenten
Polarisation dargestellt. Wird die Koerzitivfeldstérke in der &;-Richtung erreicht,
so kommt es zu einer Entwicklung der remanenten Polarisation Pi2 in diese Rich-
tung. Wird im voll gepolten Zustand nach dem Entlasten ein elektrisches Feld
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(a) Randbedingungen fiir Rota- (b) Verlauf des elektrischen Feldes und
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Abb. 4.17: Simulation einer 90°-Rotation des Polungsvektors.

senkrecht dazu in €;-Richtung aufgebracht, so kommt es wieder bei Erreichen
der Koerzitivfeldstirke zu einer kontinuierlichen Rotation der remanenten Po-
larisation um 90°. Hierbei ist immer das Séttigungskriterium erfiillt. Somit
ist gewdhrleistet, dass der Betrag des Polarisationsvektors nicht gro3er als die
Sattigungspolarisation ist. Dabei ist zu beachten, dass durch die Bildung der Vek-
tornorm der remanenten Polarisation die Summe der einzelnen Komponenten
des Polarisationsvektors gro3er ist als die der Séttigungspolarisation. Deshalb
liegt der Schnittpunkt der Verldufe beider Komponenten des remanenten Po-
larisationsvektors bei P} = P} = 0.21 C/m? und nicht bei P**/2 = 0.15 C/m?.

Abb. 4.18: Rotation des elektrischen Feldes fiir unterschiedliche Winkel im
Vergleich zur Anfangspolung.
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Die Rotation des elektrischen Feldes bzw. der remanenten Polarisation ist fiir
die Winkel 0°, 45°, 90°, 135°, 180° in Abb. dargestellt. Fiir die Simulation
wird zu Beginn im Modell eine definierte remanente Polarisation erzeugt. In
einem zweiten Schritt wird das elektrische Feld unter einem bestimmten Winkel
zur urspriinglichen Polarisation gedreht und wieder erhoht. In Abb. [4.1§]ist
die Anderung der dielektrischen Verschiebung in Richtung des elektrischen
Feldes im zweiten Belastungsschritt aufgetragen. Die Verldufe geben das ex-
perimentell ermittelte Verhalten von [41) [110] wieder. Deswegen ist es mit
diesem Materialmodell moglich, das nichtlineare, multiaxiale Verhalten von
Ferroelektrika wiederzugeben.

Ferroelastisches Materialverhalten

Im Folgenden wird das rein mechanische Verhalten von Ferroelektrika be-
trachtet. Ausgehend vom ungepolten Zustand wird durch eine Verschiebungs-
randbedingung zunichst eine kontinuierliche Druckbelastung und danach eine
Zugbelastung aufgebracht. Im ungepolten, isotropen Zustand existiert keine
Kopplung zwischen elektrischen und mechanischen GréBen, die durch eine
rein mechanische Belastung auch nicht aufgebaut werden kann. Somit ist die
Modellierung des ferroelastischen Materialverhaltens, ebenso die Umsetzung
des zu Grunde liegenden Integrationsalgorithmus, verhiltnisméBig einfach.
Durch das Festsetzen der elektrischen Freiheitsgrade, d.h. des elektrisches Po-
tentials und der dielektrischen Verschiebung, kann die Anzahl an unbekannten
Freiheitsgraden von sieben auf drei reduziert werden. Somit ist unter rein me-
chanischer Beanspruchung ohne existierende elektromechanische Kopplung die
Losung von groeren Finite-Elemente-Modellen moglich. Wird die mechani-
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Abb. 4.19: Ferroelastische Hysterese
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sche Druckbeanspruchung kontinuierlich erhoht, so entspricht der Anstieg zu
Beginn der ferroelastischen Hysterese dem Elastizitdtsmodul, siehe Abb. 4.19]
Wird die negative Koerzitivspannung o unterschritten, steuert die mechanische
FlieBfunktion in GI. (4.24) die Entwicklung der remanenten ferroelastischen
Dehnung. In Abhéngigkeit des kinematischen Verfestigungsparameters ¢c™ sinkt
die Steifigkeit des Ferroelektrikums in diesem Bereich. Erst wenn die rema-
nente Dehnung den gesittigten Zustand erreicht und die Sattigungsfunktion in
Gl die weitere Entwicklung stoppt, nimmt die Steifigkeit wieder den Wert
des Elastizititsmoduls an. Unter Druck- und Zugbelastung ist die Koerzitivspan-
nung im Materialmodell identisch, woraus eine zum Ursprung symmetrische
ferroelastische Hysterese resultiert, vergl. Eine experimentelle Verifikation
des Materialverhaltens unter Zugbeanspruchung ist nur schwer moglich, da
Zugspannungen in der Groenordnung, wie diese in Abb. dargestellt sind,
zum Versagen der Probe fithren, siehe [21, 22]. Die theoretischen Studien in
[23] zeigen ein Verhiltnis zwischen der remanenten Dehnung unter Zug- und
Druckbeanspruchung von 1:1.3. Hierbei wird ein polykristallines Material mit
tetragonaler Einheitszelle betrachtet.

Gekoppeltes elektromechanisches Materialverhalten

Neben dem rein ferroelastischen und ferroelektrischen Verhalten von Ferro-
elektrika ist es fiir die Vorhersage des Polungszustands in komplexen Bauteilen
notwendig, das elektromechanisch gekoppelte Materialverhalten korrekt wieder-
zugeben. Im gepolten Zustand beeinflussen sich mechanische und elektrische
GroBen gegenseitig, wobei die Orientierung zueinander entscheidend fiir das
Materialverhalten ist. Diese Abhéngigkeiten werden durch die konstitutiven
Gleichungen beschrieben. Es sind gekoppelte elektromechanische Simulationen
notwendig, um die Giiltigkeit der konstitutiven Gleichungen zu iiberpriifen.
Hierbei wird nicht nur das Materialmodell untersucht, sondern auch der fiir
die Losung notwendige Integrationsalgorithmus, der einen Einfluss auf die
Simulationsergebnisse hat. Somit wird eine Aussage moglich, ob die innerhalb
des Integrationsalgorithmus getroffenen Vereinfachungen zuldssig sind. Die
Wiedergabe des gekoppelten Materialverhaltens ist fiir jedes Materialmodell
eine Herausforderung. Problematisch hierbei ist auch, dass die fiir eine Verifika-
tion notwendige experimentelle Datenbasis in der Literatur nur unzureichend
vorhanden ist. Es fehlen insbesondere Versuche, die das multiaxiale elektrome-
chanische Verhalten beschreiben.
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Mechanische Depolarisation

Unter der mechanischen Depolarisation versteht man das gekoppelte elektro-
mechanische Materialverhalten der Ferroelektrika, bei dem der Polungszustand
durch eine mechanische Spannung veridndert wird. Diese Depolarisation tritt z.B.
auf, wenn eine mechanische Druckspannung in Polarisationsrichtung wirkt oder
eine Zugspannung senkrecht zur Polarisationsrichtung aufgebracht wird. Aus
der Depolarisation resultiert somit eine geringere elektromechanische Kopplung,
die z.B. in der Aktor- und Sensor-Anwendung entscheidend ist. Deswegen ist
die Wiedergabe dieses Effektes fiir die praktische Anwendung relevant.

Ist der mechanischen Spannung ein konstantes elektrisches Feld (200 V/mm)
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Abb. 4.20: Mechanische Depolarisation mit iiberlagertem elektrischen Feld
(200 V/mm).

iiberlagert, so beeinflusst dieses in Abhéngigkeit seiner Orientierung das De-
polarisationsverhalten. Ist das elektrische Feld der Polarisationsrichtung entge-
gengesetzt (ﬁ T pi 1), destabilisiert dieses den Polungszustand und die kritische
Spannung wird herabgesetzt. Ein elektrisches Feld in Polungsrichtung (ﬁ T pi D)
stabilisiert dagegen den Polungszustand und erhoht die kritische Spannung, ab
der eine Verdnderung der remanenten Polarisation einsetzt. Dieses Verhalten
des phdnomenologischen Materialmodells ist in Abb. 4.20] dargestellt. Das
Materialmodell ist somit in der Lage, die Abhédngigkeit der Depolarisation von
der Orientierung des elektrischen Feldes korrekt wiederzugeben. Obwohl die
konstitutiven Gleichungen des phinomenologischen Materialmodells im Ver-
gleich zu denen von [60] eine dhnliche Struktur besitzen, ist das gekoppelte
elektromechanische Verhalten grundlegend unterschiedlich. Die mechanische
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Depolarisation wird im Modell von [60] durch eine von der mechanischen
Spannung abhingige Sittigungspolarisation realisiert. Stattdessen liefert die
dielektrische Verschiebung, die als Eingangsgréfe in der ,,elektrischen* Fliel3-
funktion in Gl. (4.14)) verwendet wird, so eine elektromechanische Kopplung.
Die dielektrische Verschiebung

I_5:e-l_:'“i+f’:(¢5+l<)-]_::+<1§1:a‘+f’i (4.52)

setzt sich aus einem reversiblen Anteil und der remanenten Polarisation zusam-
men. Wird GI. (.532) in die FlieBfunktion f¢ in Gl. (#.14) eingesetzt, so ergibt
sich fiir den gepolten Zustand der Zusammenhang

le+x) E+d:o+P.2"(1-c)|| =D, P) (4.53)

und es wird der Einfluss der mechanischen Spannung bzw. des elektrischen
Feldes auf die Entwicklung der remanenten Polarisation deutlich. An dieser
Stelle sei noch einmal darauf hingewiesen, dass der Piezoelektrizititstensor d
selbst eine Funktion der remanenten Polarisation ist, siche Gl. (4.13]). Somit
existiert die Kopplung von mechanischer Spannung und elektrischem Feld nur
im gepolten Zustand, d.h. P' # 0. Durch die Bildung der Norm in GI. #.33)
konnen Druck- und Zugspannungen die remanente Polarisation gleicherma-
Ben beeinflussen. Dies motiviert die funktionale Abhiingigkeit der kritischen
dielektrischen Verschiebung D(o, ﬁi) von der remanenten Polarisation bzw.
von der mechanischen Spannung. In GL. wird ausgewertet, ob es sich
um eine Zug- oder Druckspannung in Richtung der Polarisation handelt. Lie-
gen Zugspannungen vor, wird die kritische dielektrische Verschiebung um den
Betrag ||<1:1 : 0'|| erhoht. So wird gewihrleistet, dass Zugspannungen ohne iiber-
lagertes elektrisches Feld keinen Einfluss auf die remanente Polarisation haben.
Gleichzeitig veranschaulicht Gl. (4.53), dass die Materialparameter €, « und
die piezoelektrischen Konstanten di, d, , d- einen Einfluss auf die FlieBfunktion
und somit auf die Entwicklung der Polarisation haben. Der nichtlineare Verlauf
der remanenten Polarisation in Abhéngigkeit von der mechanischen Spannung
in Abb. [4.20] wird auch in experimentellen Messungen von [108]] beobachtet.
Das Verbleiben im Material einer Restpolarisation wird nicht direkt iiber einen
Materialparameter vorgegeben. Vielmehr resultiert die Restpolarisation aus dem
asymptotischen Verlauf, bei dem die remanente Polarisation erst fiir unendlich
hohe mechanische Spannungen zu null wird.
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Ferroelektrisches Materialverhalten mit iiberlagerten mechanischen Span-
nungen

Einem zyklischen elektrischen Feld wird in der Simulation eine konstante
mechanische Druck- bzw. Zugbeanspruchung iiberlagert. In Abb.d.2T| werden
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Abb. 4.21: Zeitliche Entwicklung von charakteristischen Grofen fiir die
Schmetterlingshysterese mit {iiberlagerter Zugspannung von

60 MPa.

die zeitlichen Verldufe der remanenten Grof3en (Dehnung, Polarisation) und
die aufgebrachten Lasten (elektrisches Feld, mechanische Spannung) fiir eine
iiberlagerte Zugspannung von 60 MPa dargestellt. Die Kurven sind fiir eine
bessere Darstellung auf den Wertebereich [-1; 1] normiert. Die Normierung
erfolgt dabei wie in der Legende in Abb. angegeben. Aus der liberlagerten
Belastung ergeben sich auf Grund der elektromechanischen Kopplung komplexe
Verldufe. Die zu Beginn aufgebrachte Zugspannung fiihrt zu einer Entwicklung
der remanenten ferroelastischen Dehnung $™. Wird nun das elektrische Feld
kontinuierlich erhoht, kommt es nach dem Uberschreiten der Koerzitivfeld-
stirke zu einer Entwicklung der remanenten Polarisation. Die remanente
ferroelastische Dehnung wird zu Gunsten der remanenten ferroelektrischen
Dehnung S abgebaut. Ist die Sittigungspolarisation erreicht, so fiihrt ein
weiterer Anstieg des elektrischen Feldes durch den linearen piezoelektrischen
Effekt zu einem weiteren Anstieg der Dehnung S. Wird das elektrische Feld
in entgegengesetzter Richtung angelegt, kommt es zu einem interessanten
Verhalten. Das Umklappen der Doménen findet im Vergleich zum unbelasteten
Fall bei groBeren elektrischen Feldern statt. Dies entspricht einer hoheren
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Koerzitivfeldstirke. Die Zugspannung in Richtung der remanenten Polarisation
stabilisiert somit den Polungszustand.

Experimentell sind gekoppelte elektromechanische Versuche schwer durch-
zufiihren. Soweit bekannt, existieren nur Ergebnisse fiir eine iiberlagerte
Druckbeanspruchung. In [21} 22] werden Zugexperimente durchgefiihrt, aller-
dings ohne iiberlagertes elektrisches Feld. Deshalb fehlen fiir den Belastungsfall
mit liberlagerten Zugbelastungen die experimentellen Ergebnisse. Nach dem
ersten Halbzyklus, t=2 s' in Abb. setzen sich die Verldufe periodisch fort.
Die Form der Schmetterlingshysterese und der dielektrischen Hysteresen (siehe
Abb. sind somit symmetrisch.

Die Verliaufe fiir eine iiberlagerte Druckbeanspruchung sind in Abb.
dargestellt. Durch die mechanische Beanspruchung kommt es zunichst zu
einer negativen, remanenten Dehnung $™ und somit zu einem nichtlinearen
Verlauf der gesamten Dehnung. Wird nun ein elektrisches Feld kontinuierlich
aufgebracht, entwickelt sich nach dem Uberschreiten der Koerzitivfeldstirke
eine remanente Polarisation. Die liberlagerte Druckbeanspruchung fiihrt dazu,
dass bei zweieinhalbfacher Koerzitivfeldstirke der vollstindig gepolte Zustand
noch nicht erreicht ist. Die vorhandene remanente ferroelastische Dehnung wird
zu Gunsten der remanenten ferroelektrischen Dehnung abgebaut, die sich unter
dem hohen elektrischen Feld entwickelt. Wird das elektrische Feld reduziert,
kommt es zu einer mechanischen Depolarisation. Dadurch verbleibt eine gerin-
gere remanente Polarisation nach dem Abschalten des elektrischen Feldes im
Material. Wird nun ein entgegengesetztes elektrisches Feld aufgebracht, wirkt
dies auch entgegen der vorhandenen remanenten Polarisation und reduziert
die Koerzitivspannung, siche GI. (4.25)). Die konstante Druckbeanspruchung
fiihrt deshalb zu einer Zunahme der remanenten ferroelastischen Dehnung. In
der Schmetterlingshysterese, sieche Abb. #.23d] duBert sich der Effekt darin,
dass die Dehnung nach dem Aufbringen der mechanischen Last durch das
elektrische Feld weiter reduziert wird. Unter Druckbeanspruchung bleibt die
Koerzitivfeldstdrke konstant. Dies entspricht den experimentellen Ergebnissen
in [108]. Der duBlere Spannungszustand beeintrichtigt in diesem Fall nicht
das 90°-Umklappen der Doménen. Die Verldufe setzen sich nach dem ersten
Halbzyklus, t=2 s in Abb. {.22] periodisch fort.

Die Verldufe der dielektrischen Hysterese fiir Zug- und Druckspannungen mit
+60 MPa und +200 MPa sind in Abb. #.23al und Abb. @.23b] dargestellt. Zu
Beginn sind die Verliufe aller Hysteresen identisch. Erst nach Uberschreiten
der Koerzitivfeldstirke kommt es zu einem Anstieg durch die Entwicklung
der remanenten Polarisation. Die Steigung der dielektrischen Hysterese ist

'Das hier untersuchte Materialmodell ist unabhéingig von der Belastungsgeschwindigkeit. Die
Zeitangabe dient dazu die jeweiligen Belastungsschritte zu unterscheiden.
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Abb. 4.22: Zeitliche Entwicklung von charakteristischen Groflen fiir die
Schmetterlingshysterese mit iberlagerter —60 MPa Druckspannung.

abhingig von der liberlagerten mechanischen Spannung, sieche Abb. und
Abb. .23b] Hierbei sind zwei Effekte wesentlich. Zum einen begiinstigt die
Zugbeanspruchung das Umklappen der Dominen, wihrend die Druckspannung
dieses behindert. Zum anderen erhoht der direkte piezoelektrische Effekt die
Amplitude der dielektrischen Verschiebung fiir Zugspannung und verringert
sie fiir Druckspannung. Beide Effekte iiberlagern sich und fiithren zu einer
Stauchung der dielektrischen Hysterese und der Schmetterlingshysterese
im Fall von Druckspannung bzw. einem Strecken bei Zugspannung. Die
Simulationsergebnisse unter Druckbeanspruchung in Abb. 4.23b| zeigen fiir alle
Belastungsfille eine konstante Koerzitivfeldstidrke. Fiir eine hohe mechanische
Druckbeanspruchung wird die dielektrische Hysterese geringer. Allerdings
ist es mit sehr groBen elektrischen Feldern immer moglich, die Dominen
auszurichten. Dieser vollstiandig gepolte Zustand verschwindet wieder, wenn
das elektrische Feld zuriickgeht. Es ist somit unter der dufleren Druckbe-
anspruchung nicht stabil. Eine Zugbeanspruchung stabilisiert dagegen den
Polungszustand. Deswegen kommt es zu keiner mechanischen Depolarisation,
wenn das elektrische Feld reduziert wird, siehe Abb.

Die Verldufe der Dehnung unter einem zyklischen elektrischen Feld mit iiberla-
gerter mechanischer Spannung sind in Abb. 4.23bund Abb. #.23d] dargestellt.
Hierdurch verdndert sich, wie Experimente fiir Druckspannungen in [108]]
zeigen, die gesamte Form der Hysterese. Im Materialmodell von [114] fiihrt
eine Druckspannung nur zu einer vertikalen Verschiebung der Schmetterlings-
hysterese und kann deswegen das im Experiment gezeigte gekoppelte Verhalten
nicht wiedergeben.
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Abb. 4.23: Dielektrische Hysterese und Schmetterlingshysterese mit iiberlager-
ten mechanischen Spannungen

Vergleicht man die Differenz der Dehnung ohne duBleres elektrisches Feld im
gepolten und im ungepolten Zustand, so nimmt der Unterschied mit iiberla-
gerter Zugspannung ab, sieche Abb. Im Fall einer Zugspannung von
200 MPa verschwindet die Differenz vollstindig. Dieses Phanomen resultiert
aus der remanenten ferroelastischen Dehnung, die zu Beginn ohne iiberlagertes
elektrisches Feld auf Grund der Zugspannung entsteht. Die Zugspannung von
200 MPa fiihrt zu einem Dehnungszustand, bei dem die remanente ferroelasti-
sche Dehnung der Sittigungsdehnung entspricht. Deshalb ist das Maximum der
remanenten Dehnung erreicht. Eine zusitzliche Dehnung durch das Erhohen
des elektrischen Feldes entspricht deshalb einer rein reversiblen Dehnung. Der
Sprung zu Beginn bei der Zugspannung von 200 MPa, in Abb. erklart
sich durch den Aufbau des piezoelektrischen Kopplungstensors.

Ferroelastisches Materialverhalten mit iiberlagertem elektrischen Feld
Zunichst wird ein elektrisches Feld von 1.1 kV/mm aufgebracht. Das elektri-
sche Feld bleibt wihrend der anschlieBend iiberlagerten, zyklischen mechani-
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schen Belastung konstant. Die aus dieser Belastung resultierende Hysterese
ist in Abb. [4.24] dargestellt. Zum Vergleich ist eine weitere ferroelastische
Hysterese ohne iiberlagertes Feld, d.h. E =0, angegeben. Das aufgebrachte
elektrische Feld erzeugt eine geringe remanente Polarisation von 0.02 C/m?.
Gleichzeitig stabilisiert das elektrische Feld den Polungszustand. Deshalb
kommt es zu keiner mechanischen Depolarisation. Die geringe remanente Pola-
risation bleibt selbst bei maximaler Druckspannung von —200 MPa erhalten.
Die remanente Polarisation induziert eine positive remanente Dehnung. Deshalb
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Abb. 4.24: Ferroelastische Hysterese mit {iberlagertem elektrischen Feld.

ist die ferroelastische Hysterese mit {iberlagertem elektrischen Feld nach rechts
verschoben, sieche Abb.[d.24] Die Koerzitivspannung wird durch die vorhandene
remanente Polarisation, die in Richtung des iiberlagerten elektrischen Feldes
wirkt, auf Grund von Gl. {.25) leicht erhoht. Die Koerzitivspannung ist
fiir Druck- und Zugbelastungen identisch, da die Druckbelastung nicht zu
einer Depolarisation fiihrt und das elektrische Feld konstant ist. Oberhalb der
kritischen Spannung klappen die nicht orientierten Doménen bis zum Erreichen
der Sittigungsdehnung um. Das Sittigungskriterium in Gl. (4.27) gewihrleistet,
dass die gesamte remanente Dehnung kleiner oder gleich der Séttigungsdehnung
ist (||Sim|| + HSipH < §%Y. Die ferroelastische und ferroelektrische remanente
Dehnung haben unterschiedliche Vorzeichen. Im Druckbereich der ferroelasti-
schen Hysterese, siche Abb. [4.24] ist deswegen die Dehnung im Vergleich zur
Hysterese ohne iiberlagertes elektrisches Feld geringer. Unter Zugspannung
und im vollstindig gesittigten Bereich der Hysterese, d.h. oo > 120 MPa,
addieren sich die in positive Richtung zeigenden remanenten Dehnungsanteile.
Deshalb liegen hier beide Kurven iibereinander. Eine vorhandene remanente
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Polarisation in Richtung eines iiberlagerten elektrischen Feldes fiihrt somit zu
einer unsymmetrischen ferroelastischen Hysterese.

Mechanische Spannungen senkrecht zur remanenten Polarisationsrichtung
Durch das Aufbringen einer mechanischen Spannung ist es nicht moglich, eine
remanente Polarisation zu erzeugen. Existiert bereits eine remanente Polari-
sation, so kann diese jedoch durch eine mechanische Spannung beeinflusst
werden. Ein Materialmodell fiir Ferroelektrika sollte in der Lage sein, die De-
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Abb. 4.25: Simulation von Zug- bzw. Druckspannungen senkrecht zur rema-
nenten Polarisationsrichtung.

polarisation durch eine mechanische Spannung abhéngig von der Orientierung
der mechanischen Belastung zur remanenten Polarisation korrekt wiederzuge-
ben. Zur Verifikation werden hierfiir zwei Simulationen durchgefiihrt. Dabei
werden sowohl eine Druckspannung als auch eine Zugspannung senkrecht zur
remanenten Polarisation aufgebracht. Die zeitlichen Verldufe der dulleren Be-
lastungen und die daraus resultierenden Verldufe der remanenten Polarisation
zeigen Abb.[.25alund Abb. d.25b] Es wird erwartet, dass nur eine Zugspannung
senkrecht zur Polungsrichtung zu einem Umklappen der Doménen fiithrt und
damit zu einer Reduktion der remanenten Polarisation. Die Wiedergabe dieses
Materialverhaltens wird durch Gl. (4.17)) sichergestellt. Die Wiedergabe der
Depolarisation unter mehrachsiger Belastung erfolgt durch die Bildung des
Spannungsdeviators. Fiir die mechanische Zugspannung gilt dann

022 . ; 1 .
' é'P . O,De\' . é*P _ _30_22 <0 |:> D(‘ — Dbat
9
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Deshalb kommt es zu einer mechanischen Depolarisation, wenn die Zugspan-
nung grof} genug ist. Fiir eine Druckbelastung folgt

Pi
N o022 i o1 X .
- EP 'UDCV'é‘P 250'22>0 |:> D(":DS}Lt (1+Hd(7||>

Der Vorzeichenwechsel im Vergleich zur Zugspannung fiihrt dazu, dass die
kritische dielektrische Verschiebung mit steigender mechanischer Belastung
ansteigt. Ein Umklappen der Doménen findet nicht statt, so dass die remanente
Polarisation konstant bleibt. Vielmehr wird die Ausrichtung der Doménen durch
die mechanische Druckspannung zusitzlich stabilisiert. Dies macht Gl. (4.53)
deutlich, in der der Einfluss der mechanischen Spannung auf die elektrische
FlieBfunktion dargestellt ist.
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5 Einfluss der elektrischen Leitfahigkeit
auf das Bauteilverhalten

In diesem Kapitel werden Ergebnisse von simulierten Polungsprozessen vorge-
stellt und der Einfluss der elektrischen Leitfdhigkeit untersucht. In der Literatur
(4,199, 106]] wird der Einfluss der elektrischen Leitfdahigkeit auf akustische Wel-
len im piezoelektrischen Material untersucht. Das Materialverhalten wir dabei
durch die linearen piezoelektrischen Gleichungen beschrieben. Der elektrische
Strom sowie die Interaktion zwischen Raumladungen und akustischen Wellen
fithren hierbei zu Verlusten. Eine iiberlagerte Wechselspannung kann die akusti-
schen Wellen im piezoelektrischen Halbleiter jedoch auch verstidrken [102].
Die Arbeiten [81,82] zeigen bei 0-3 Kompositen eine Verbesserung der piezo-
elektrischen Eigenschaften, d.h. eine stérkere elektromechanische Kopplung,
durch die Zugabe von 1% Graphit zu PZT/PU'. Hierdurch wird die elektrische
Leitfihigkeit von PU gezielt erhoht. In [[12] verbessert sich die piezoelektrische
Kopplung eines 0-3 Komposites durch die Diffusion von N-Dimethylacetamide
und [[104] fiihrt diese auf die erhohte Leitfihigkeit der Polymermatrix zuriick.
Wihrend des Polungsprozesses, der bis zu einer Stunde dauert, bewegen sich
die Raumladungen zur Grenzschicht zwischen den PZT-Partikeln und der PU-
Matrix. Durch diesen zeitabhingigen Prozess wird die Diskontinuitit der di-
elektrischen Verschiebung an der Materialgrenze abgebaut und die Polarisation
in der PZT-Keramik stabilisiert. So entsteht eine bessere elektromechanische
Kopplung des 0-3 Komposites.

Fiir die Simulation von 0-3 Kompositen wurden in [73, 101} 104] Modelle entwi-
ckelt, die die elektrische Leitfahigkeit beriicksichtigen. Die hierfiir verwendeten
Materialmodelle konnen jedoch nur das dielektrische Hystereseverhalten der fer-
roelektrischen Keramik wiedergeben. Eine elektromechanische Kopplung wird
nicht beriicksichtigt. In [S6, 74, 92] wird mit diesen Modellen auch der Polungs-
prozess von Vielschichtstrukturen aus unterschiedlichen Materialien untersucht.
Die Experimente und Simulationen zeigen, dass fiir Komposit-Strukturen der
zeitabhingige Einfluss der elektrischen Leitfidhigkeit nicht vernachlissigt wer-
den kann.

Mit Hilfe des in Kap. 4.2] entwickelten Materialmodells kann das nichtlinea-
re, gekoppelte Materialverhalten von Ferroelektrika beschrieben werden. Die
Implementierung in die Finite-Elemente-Methode in Kap. [3.2.T] ermdglicht die
Untersuchung einer Vielzahl von Problemstellungen unter Beriicksichtigung

'PU: Polyurethane
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der elektrischen Leitfihigkeit. Die im Folgenden vorgestellten Simulationen
zeigen, ein interessantes Bauteilverhalten, auch wenn die betrachteten Geo-
metrien einfach sind. Durch den direkten Zugrift auf alle FeldgroBBen in der
Simulation kann dieses Verhalten im Detail erkldrt werden. In Kap. [5.T| wird das
Polungsverhalten von zweilagigen Schichtstrukturen untersucht. Unter Beriick-
sichtigung der elektrischen Leitfdhigkeit konnen neue Polungsprozesse fiir eine
optimale Orientierung der Polarisation entwickelt werden. Die Simulation eines
Hohlzylinders, in Kap. und eines Stapelaktors, in Kap. zeigen ein nicht
verschwindendes elektrisches Feld nach dem Polungsprozess. Der Transport
von elektrischen Ladungen sorgt fiir eine zeitabhingige Veridnderung des elek-
trischen Feldes, das riickwirkend auch die Verformung und die mechanischen
Spannungen beeinflusst.

5.1 Zweilagige Komposit-Struktur

In diesem Abschnitt wird das Polungsverhalten von zwei Komposit-Strukturen,
bestehend aus jeweils zwei unterschiedlichen Materialien, untersucht. Zunichst
wird in Kap. [5.1.1] auf ein eindimensionales Modell eingegangen das aus zwei
zusammengefiigten Dielektrika besteht. Fiir das lineare Materialverhalten kann
eine analytische Losung angegeben werden. Dieses Modell dient zum einen
zur Verifikation der Finite-Elemente-Implementierung und zum anderen zur
Untersuchung des Einflusses der elektrischen Leitfdhigkeit. Zusitzlich wird
in Kap. [5.1.2] ein Modell, bestehend aus einer Hart-PZT-Keramik und einer
Weich-PZT-Keramik, betrachtet. Durch die Beriicksichtigung des nichtlinea-
ren Materialverhaltens und der elektrischen Leitfahigkeit ist es moglich, den
Polungsprozess der Komposit-Struktur zu untersuchen. Nur so kann ein Polungs-
prozess entwickelt werden, der eine fiir die Anwendung als Biegeaktor optimale
entgegengesetzte Ausrichtung der remanenten Polarisation in den Schichten
erzeugt.

5.1.1 Komposit-Struktur aus zwei Dielektrika

Fiir die Simulation einer zweilagigen Schichtstruktur wurde ein Modell, siehe
Abb. 5.1] erstellt. Es handelt sich hierbei um ein eindimensionales Problem.
Deshalb kann bei der Herleitung der analytischen Losung auf eine vektorielle
Beschreibung verzichtet werden. Die skalaren Grof3en beziehen sich auf die
jeweilige Komponente in y-Richtung. Fiir eine Validierung der Finite-Elemente-
Formulierung werden die zwei Materialien als ein lineares Dielektrikum mo-
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delliert. Auftretende mechanische Spannungen werden in diesem Modell nicht
beriicksichtigt. Somit ist dieses Problem abhingig von drei Parametern in den
beiden Schichten m1 und m2, d.h. der Schichtdicke s, der dielektrischen Feld-
konstante € und dem spezifischen Widerstand Q. Die Abhingigkeit des elek-

cpml =0|omi ! QM2 M2 gme = 1[MV]
Q?L—’
sMi sM2

Abb. 5.1: Modellbeschreibung einer zweilagigen Komposit-Struktur.

trischen Stroms vom elektrischen Feld wird mit Hilfe des ohmschen Gesetzes
beschrieben. Der spezifische elektrische Widerstand wird als konstant und iso-
trop angenommen. Durch die Reihenschaltung der dielektrischen Materialien
und auf Grund der Randbedingung ¢™' = 0 folgt der Zusammenhang

Eml . Sml +Em2 . Sm2 — 90m2 ) (51)

Somit sind die elektrischen Felder innerhalb der Schichten abhingig von deren
Schichtdicke und von dem angelegten elektrischen Potential ¢™2. Die Uber-
gangsbedingung an der Grenzschicht liefert mit

ol = m2 (5.2)
le . Eml + Dml — QmZ . Em2 + Dm2 (53)

eine Differentialgleichung erster Ordnung. Diese kann mit Hilfe eines Exponen-
tialansatzes und durch Einsetzen der Gl. (5.1]) gelost werden, so dass

2 2 2 2
Eml(t) _ 'Qm ¢H1 (1 _ e—t/T) + Em ¢m 'e—t/T
- QmZ . Sml + le . Sm2 EmZ . Sml + Gml . st ’
(5.4)
1 2 1 2
EmZ(t) _ Qm ¢m (1 _ e—t/‘l') + €m ¢m _e—l‘/T
- Qm2. gml 4 Qml . gm2 em2. gml 4 eml ., gm2
(5.5)
Dabei beschreibt die Konstante
Em2 . Sml + Eml . Sm2
r (5.6)

= QmZ . Sml + le . Sm2
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die zeitliche Entwicklung des elektrischen Feldes in der jeweiligen Schicht. Zu
Beginn, d.h. t=0 s, ist der erste Term in GI. (5.4) und in Gl. (5.3) gleich null.
Deshalb ist das elektrische Feld innerhalb beider Schichten nur abhingig von
den Schichtdicken und den dielektrischen Feldkonstanten. Dies entspricht dem
Verhalten eines perfekten Isolators. Der Einfluss der Leitfahigkeit nimmt mit
der Zeit zu. Fiir t — oo ist das elektrische Feld nur abhéngig von den Schichtdi-
cken und den jeweiligen in Reihe geschalteten spezifischen Widerstinden. Zum

0| s1=2[mm] 6000 8000 1e+04 0[ s,=5,=1.5 [mm] 6000 8000  1e+04
Q=107 [nQrm)M|, 4 vy 1000 700 01—10'2['n(0mm)'1] PP BRI B 700
1 =
00011 ¢ —10 tkn/mva] n £,220 [KN/MV2] :
L 600 /:_ 600
__ 8004|s2=1[mm] 800 . 0,=10" [n(Qmm)?] F
g 0,=10"% [n(Qmm)] [ £500 7 | £,=20 [KN/MV?] 500
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Abb. 5.2: Zeitliche Entwicklung des elektrischen Feldes fiir das Modell in

Abb.[5.1]

Vergleich ist die mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode berechnete zeitliche
Entwicklung des elektrischen Feldes fiir beide Schichten in Abb. [5.6] darge-
stellt. Dabei werden zwei Paare von Parametern (Schichtdicke, dielektrische
Feldkonstante) betrachtet und zusétzlich die entsprechenden analytischen Lo-
sungen. Die numerischen Losungen stimmen gut mit den analytischen Losungen
iberein. Dies bestitigt die Implementierung der schwachen Formulierung der
Bilanzgleichung in Gl. (3.16) fiir das neu entwickelte Finite-Element.

5.1.2 Komposit-Struktur aus zwei Ferroelektrika

Fiir die Entwicklung von Aktoren ist der Aufbau aus gradierten Materialien
von groBem Interesse, da hierdurch innere mechanische Spannungen reduziert
werden konnen [92]]. Fiir den Biegeaktor (Biegewandler), sieche Schemadarstel-
lung in Abb.[5.3] ermoglichen die unterschiedlichen Kopplungseigenschaften
der jeweiligen Materialien groere Stellwege. Ist die Richtung der Polarisation
innerhalb der zwei Schichten entgegengesetzt orientiert, so bewirkt ein dufle-
res elektrisches Feld auf Grund des piezoelektrischen Effekts in einer Schicht
eine Kontraktion sowie gleichzeitig in der anderen Schicht eine Extraktion.
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Abb. 5.3: Schematische Darstellung eines Biegeaktors.

Hierdurch nimmt die Biegung und damit verbunden der Stellweg zu. Fiir die
Elektroden wird meist eine teure Silber-Palladium-Legierung verwendet, [[72].
Wird keine inneren-Elektrode bendtigt, so fiithrt dies zu einer Kostenreduktion.
Eine entgegengesetzt orientierte remanente Polarisation kann ohne eine innere
Elektrode durch einen Verbund aus Hart-PZT-Keramik und Weich-PZT-Keramik
erzeugt werden. Diese Methode wurde in [92] vorgestellt. Das hierfiir verwen-
dete Modell beriicksichtigt die elektrische Leitfdahigkeit, kann allerdings nur
das ferroelektrische und nicht das ferroelastische Materialverhalten wiederge-
ben. Die im Folgenden dargestellten Ergebnisse wurden mit dem nichtlinearen
Materialmodell aus Kap. §.2] erzielt.

Die in Abb. [5.3|dargestellte Einspannung wird fiir die Simulation des Polungs-
prozesses nicht beriicksichtigt. Deshalb ist das Modell des Biegeaktors in x- und
z-Richtung symmetrisch und es kann nur ein Viertelmodell betrachtet werden,
siche Abb.[5.7] Als Randbedingungen werden auf den Flichen x =0 und z = 0
die entsprechenden Verschiebungen auf den Wert null festgesetzt. Zusitzlich
wird im Punkt [0, 0, 0] die Verschiebung in x-Richtung zu null gesetzt. Der Bie-
geaktor hat eine Breite von 6 mm, eine Linge von 40 mm und eine H6he von
2 mm. Die Schichtdicken der Materialien entsprechen jeweils 1 mm. Zunéchst
wird der Einfluss von mechanischen Spannungen auf den Polungsprozess ver-
nachléssigt. Dies wird durch die Wahl eines sehr geringen Elastizitdtsmoduls fiir
beide Materialien erreicht. Somit ergeben sich im Modell keine mechanischen
Spannungen und die elektrischen Felder innerhalb der zwei Schichten sind
homogen. Hierdurch konnen die prinzipiellen Mechanismen, die eine entgegen-
gesetzte Ausrichtung der remanenten Polarisation in den Schichten ermdglichen,
anschaulich erklirt werden.

Die gewihlten Materialparameter sind mit Ausnahme des Elastizitdtsmoduls
in Tab. [5.1] zusammengefasst. Sie geben die prinzipiellen Unterschiede zwi-
schen einer Weich- und einer Hart-PZT-Keramik wieder und wurden aus den
Messungen von [1,, 165] abgeleitet. Fiir den spezifischen Widerstand von PZT-
Keramik finden sich in der Literatur [[73) 81,101, [104] Werte im Bereich von
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Q =10719...107"2 (Qm)~'. Die Arbeit von [87] liefert Messwerte! die das
Halbleiterverhalten einer PZT-Keramik erkldren. Eine Anisotropie des spezifi-
schen elektrischen Widerstandes in Abhédngigkeit vom Polungs- und Dehnungs-
zustand wurde bisher in der Literatur noch nicht untersucht. Deswegen wird mit
einem isotropen spezifischen Widerstandstensor gerechnet. Aus numerischen
Griinden, siehe Kap. wird hier mit einem groéBeren spezifischen Wider-
stand von 1078 (Qm)~' gerechnet. Das phinomenologische Materialmodell aus
Kap. ist zeitunabhéngig formuliert. Deshalb fiihrt ein kleinerer spezifischer
Widerstand nur zu einer Verzogerung der ablaufenden Prozesse. Die in diesem
Kapitel dargestellten grundlegenden Mechanismen werden nicht beeinflusst.
Die simulierten dielektrischen Hysteresen und Schmetterlingshysteresen sind
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(a) Dielektrische Hysterese. (b) Schmetterlingshysterese.

Abb. 5.4: Ferroelektrisches Materialverhalten von Weich- und Hart-PZT-
Keramiken.

in Abb. [5.4]dargestellt und zeigen das unterschiedliche Verhalten einer Weich-
und einer Hart-PZT-Keramik. Die Koerzitivfeldstirke der Hart-PZT-Keramik ist
groBer und die Sittigungspolarisation wird erst bei hohen elektrischen Feldern
erreicht. Die Weich-PZT-Keramik zeigt eine grofere Séttigungspolarisation,
siehe Abb. und eine groBere Sittigungsdehnung, siche Abb. [5.4b]
Vergleicht man die simulierten dielektrischen Hysteresen beider Materialien,
siehe Abb. [5.44] so hat die Polarisation beim Durchlaufen der Hysteresen von
0 kV/mm zu 2 kV/mm bis zu einem elektrischen Feld von -2 kV/mm ein
entgegengesetztes Vorzeichen. Dies gilt jedoch nur, wenn beide Materialien
getrennt voneinander durch den gleichen Verlauf des elektrischen Feldes gepolt
werden.

Mit Hilfe einer Finite-Elemente-Simulation wird im Folgenden der Polungsvor-
gang eines Materialverbundes, bestehend aus einer Schicht Weich-PZT-Keramik

'Bandliicke, die Hohe der Schottky-Bariere und die Elektronenaffinitit
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und einer weiteren Schicht Hart-PZT-Keramik, genauer untersucht. Obwohl die
elektrische Leitfdhigkeit in dieser Simulation beriicksichtigt wird, hat diese nur
einen geringen Einfluss auf die in Abb.[5.5|dargestellten Ergebnisse, da die mit
der Leitfdhigkeit verbundenen Prozesse mehr Zeit benotigen. Die Schichten
sind ohne eine innere-Elektrode fest miteinander verbunden und haben jeweils
eine Dicke von 1 mm. Im ersten Schritt werden beide Materialien mit einem
elektrischen Feld von 6 kV/mm vollstidndig in positive Richtung gepolt. Die
Verldufe des elektrischen Feldes und der remanenten Polarisation sind fiir beide
Materialien in Abb. [5.5] dargestellt. In der Weich-PZT-Keramik beginnt auf
Grund der niedrigeren Koerzitivfeldstiarke die Entwicklung der remanenten
Polarisation frither. Dadurch werden Oberflichenladungen aus der Weich-PZT-
Keramik an die Grenzschicht zwischen den Materialien transportiert, die das
elektrische Feld in den Schichten unterschiedlich beeinflussen, siche Abb. [5.54
In der Weich-PZT-Keramik reduzieren die Oberflachenladungen den Anstieg
des elektrischen Feldes, wahrend dieses in der Hart-PZT-Keramik verstarkt wird.
Ein Ladungsausgleich ist nur durch die Entwicklung der remanenten Polarisati-
on in der Hart-PZT-Keramik moglich. Hieraus resultiert eine nahezu zeitgleiche
Entwicklung der remanenten Polarisation in beiden Schichten, siehe Abb.[5.5b]
obwohl die Materialien unterschiedliche Koerzitivfeldstiarken besitzen. Ist die
Sattigungspolarisation der Hart-PZT-Keramik erreicht, kann diese nicht mehr
durch die Anderung der remanenten Polarisation zusitzliche Ladungen auf
die Grenzfldche transportieren. Nur noch der lineare piezoelektrische Effekt
liefert zusitzliche Ladungen. Dies verlangsamt die zeitliche Entwicklung der
remanenten Polarisation in der Weich-PZT-Keramik. Reduziert man das dufle-
re elektrische Potential auf beiden AuBlenelektroden bis auf null, so bleiben
in den Schichten elektrische Felder mit entgegengesetzten Vorzeichen. Die-
se entstehen auf Grund der unterschiedlichen Séttigungspolarisationen beider
Materialien, da so elektrischen Ladungen auf der Grenzflache verbleiben. Das
entgegen der remanenten Polarisation wirkende elektrische Feld in der Weich-
PZT-Keramik fiihrt dort zu einer deutlichen elektrischen Depolarisation. Wird
in einem zweiten Schritt ein dulleres elektrisches Feld in entgegengesetzter bzw.
negativer Richtung aufgebracht, so fiihrt dies zu einer weiteren elektrischen
Depolarisation der Weich-PZT-Keramik. Ziel ist, durch das elektrische Feld die
Richtung der remanenten Polarisation in nur einer Schicht umzukehren. Jedoch
bewirken die Oberflichenladungen auf der Grenzschicht, dass eine unabhéngige
Entwicklung der remanenten Polarisation in nur einer Schicht nur geringfiigig
moglich ist. Dies wird in Abb. [5.5b]durch die fast deckungsgleichen Verldufe
der remanenten Polarisation wihrend des Umpolens der Weich-PZT-Keramik
deutlich. Mit dem hier vorgestellten Polungsvorgang ist es somit nicht moglich,
eine entgegengesetzte Polungsrichtung in den Schichten herzustellen, obwohl
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Abb. 5.5: Zeitliche Entwicklung des elektrischen Feldes und der remanenten
Polarisation in der Hart- und der Weich-PZT-Keramik.

die Materialien unterschiedliche Koerzitivfeldstirken besitzen.

In der Arbeit von [92] wird ein Polungsprozess vorgestellt, der eine entge-
gengesetzte Orientierung der remanenten Polarisation in den zwei Schichten
ermdglicht. Hierfiir ist die Beriicksichtigung der elektrischen Leitfdhigkeit bei-
der Materialien entscheidend. In der Simulation sind sowohl die spezifischen
elektrischen Widerstidnde und die dielektrische Feldkonstante beider Materialien
als auch ihre Schichtdicken (1 mm) gleich groB, siehe Tab.[5.1] Diese Parame-
ter haben, wie Gl. (5.4) zeigt, einen Einfluss auf die zeitliche Entwicklung
des elektrischen Feldes. Der Polungsprozess kann in zwei Schritte aufgeteilt
werden. Hierbei stimmt die im ersten Schritt durchgefiihrte Polung bis zum
Zeitpunkt t=2 s mit den in Abb. [5.5]dargestellten Ergebnissen iiberein. Entschei-
dend fiir die Neuorientierung der remanenten Polarisation in nur einer Schicht
ist der zweite Schritt. Dabei wird ein negatives elektrisches Feld iiber einen
langeren Zeitraum konstant gehalten, vergl. t>2.5 s in Abb. Dieses dullere
elektrische Feld muss so grof} sein, dass in der Weich-PZT-Keramik die Neuori-
entierung der remanenten Polarisation beginnt. Gleichzeitig muss der Betrag
des negativen dufBeren elektrischen Feldes sicherstellen, dass die Séttigungspola-
risation in der Hart-PZT-Keramik verbleibt. Die Weich-PZT-Keramik ist in dem
nichtlinearen Bereich der Hysterese, in dem eine kleine Veridnderung des elektri-
schen Feldes eine groBe Anderung der Polarisation bewirkt. Diese Veriinderung
des inneren elektrischen Feldes wird durch den nun moglichen Transport von
elektrischen Fremdladungen verursacht. Der Unterschied zwischen den lokalen
elektrischen Feldern in den jeweiligen Schichten fiihrt auf Grund des ohmschen
Gesetzes zu unterschiedlichen elektrischen Stromen. Diese verschiedenen elek-
trischen Strome bewirken einen Ladungsausgleich an der Grenzschicht. Der
Betrag des negativen elektrischen Feldes steigt in der Weich-PZT-Keramik an,
sieche Abb. [5.6al Daraus resultiert die Neuorientierung der remanenten Polarisa-
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Abb. 5.6: Zeitliche Entwicklung des elektrischen Feldes und der remanenten
Polarisation in der Hart- und der Weich-PZT-Keramik.

tion. Durch die Beriicksichtigung der elektrischen Leitfdhigkeit und der daraus
resultierenden Zeitabhiingigkeit des Polungsprozesses ist es moglich, den Betrag
der remanenten Polarisation zu steuern. Fiir # — oo ist der elektrische Strom in
beiden Schichten auf Grund des gleichen spezifischen Widerstandes identisch
und damit auch das elektrische Feld. Das Minimum des negativen elektrischen
Feldes in der Weich-PZT-Keramik und damit der remanenten Polarisation ist
erreicht, wenn die elektrischen Felder in beiden Schichten gleich grof3 sind.
Der Verlauf der remanenten Polarisation ist fiir beide Schichten in Abb.
dargestellt. Die remanente Polarisation in der Hart-PZT-Keramik bleibt nach
dem Polungsprozess konstant. In der Weich-PZT-Keramik kommt es, wie zuvor
beschrieben, gesteuert durch die Verweildauer des duBeren elektrischen Feldes
zur Neuorientierung der remanenten Polarisation. Die remanente Polarisation
wird in den jeweiligen Schichten durch die Wegnahme des duf3eren elektrischen
Feldes am Ende des Polungsprozesses nicht mehr beeinflusst. Somit verbleibt
die fiir eine Aktoranwendung interessante entgegengesetzte Orientierung der
remanenten Polarisation in den beiden Schichten erhalten.

Der Einfluss von mechanischen Spannungen und die Deformationen des Aktors
werden mit Hilfe eines weiteren Finite-Elemente-Modells untersucht. Durch
die Wahl eines realistischen Elastizitdtsmoduls, siche Tab. [5.1] existieren in
diesem Modell mechanische Spannungen und es wird das gekoppelte elektro-
mechanische Verhalten der Hart- und Weich-PZT Keramiken beriicksichtigt.
Der Verlauf des vorgegebenen dulleren elektrischen Feldes entspricht dem in
Abb. Die lokalen elektrischen Felder im Biegeaktor sind jedoch durch
die nun vorhandenen mechanischen Spannungen inhomogen und unterscheiden
sich, siche Abb. im Anhang [E] Die remanente Polung in y-Richtung ist
fiir den Zeitpunkt t=1 s, d.h. bei maximalem elektrischen Feld und fiir den

'Hier, sowie in Tab. wird das fiir die FE optimierte Einheitensystem dargestellt.
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Weich- | Hart- Einheit! Weich- | Hart- | Einheit'
PZT PZT PZT | PZT

Pt 0.3 0.15 kKN/MVmm || h 0.02 kN/mm?
St 0.002 0.001 14 0.37
™ 20 kKN/mm? | Y | 60 | 80 | kN/mm’

¢t | 1.015 1.1 di 0.45 mm/MV

EC|11E-3|25E-3| MV/mm d, -0.21 mm/MV

o° | 40E-3 | 80E-3 kKN/mm® || d- 0.29 mm/MV

K 20 KN/MV? || Q 1E -2 n(Qmm)~!

Tab. 5.1: Materialparameter zur Simulation einer Weich- und Hart-PZT-

Keramik.

Zeitpunkt t=1E +5 s, d.h. am Ende des Polungsprozesses, wenn kein dulle-
res elektrisches Feld mehr anliegt, in Abb. [5.7]dargestellt. Die untere Schicht

Abb. 5.7: Deformation des Biegeaktors und Verteilung der remanenten Polari-
sation fiir den Zeitpunkt a) t=1 s bzw. b) t=1E +5 s.

ist die Hart-PZT-Keramik, bei der sich Orientierung und Betrag der remanen-
ten Polarisation nach dem Anfangspolen nicht mehr verdndern. In der oberen
Schicht der Weich-PZT-Keramik stellt sich zu Beginn des Polungsprozesses
die Sattigungspolarisation in positiver Richtung ein. Nach der Haltezeit dreht
sich die Polarisation in negative Richtung. Das Materialverhalten wihrend des
Polungsprozesses entspricht somit prinzipiell dem Verlauf in Abb. [5.6] Mecha-
nische Spannungen beeinflussen diesen nur geringfiigig, siche Anhang[E] Fiir
eine deutlichere Darstellung der Deformation wurden die Verschiebungen in
Abb. mit dem Faktor 20 vergroBert. Ursache dieser Deformation ist eine
Uberlagerung von Dehnungskomponenten. Der Verlauf der Gesamtdehnung,
d.h. der remanenten Dehnung auf Grund der Polarisation und der reversiblen
Dehnung, ist entlang des Aktor-Querschnittes x = z = 0 in Abb. [5.8a dargestellt.
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In Abb. 5.8 wurden die Werte an der Grenzfliche bei y = 0, ohne Mittelung
iber die Materialgrenzen, direkt vom nédchstgelegenen Gaul3punkt extrapoliert.
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(a) Dehnung in x-Richtung. (b) Mechanische Spannung.

Abb. 5.8: Verlauf der Dehnung und der mechanischen Spannung iiber der
Schichtdicke zum Zeitpunkt t=1 s, d.h. bei maximalem elektrischen
Feld.

Die geringere Sittigungsdehnung der Hart-PZT-Keramik, vergl. Abb.[5.4b] fiihrt
dort im vollstidndig gepolten Zustand zu einer geringeren remanenten Dehnung
S in x-Richtung als in der Weich-PZT-Keramik. Somit fiihrt die unterschied-
liche remanente Dehnung, fiir sich allein betrachtet, zu einer Biegung in die
positive y-Richtung und wiirde eine im Vergleich zu Abb.[5.8a entgegengesetzte
Biegung hervorrufen. Das elektrische Feld verursacht eine reversible Dehnung
S" auf die andere Seite, die maBgeblich durch die piezoelektrischen Koeftizien-
ten der Materialien beeinflusst wird. Diese Koeffizienten wurden fiir die Weich-
und die Hart-PZT-Keramik gleich gewihlt, siche Tab.[5.1] Die Ursache fiir die
unterschiedliche reversible Dehnung in beiden Schichten sind die unterschiedli-
chen inneren elektrischen Felder. In der Hart-PZT-Keramik ist das elektrische
Feld um den Faktor fiinf grofer. Die Summe aus beiden Dehnungskomponenten
ergibt die Gesamtdehnung, die zu der in Abb. dargestellten Verformung
fiihrt.

Da zum Zeitpunkt t=1E +5 s kein duBleres elektrisches Feld mehr anliegt, ver-
schwindet nach der Haltezeit der reversible Dehnungsanteil. Des Weiteren
halbiert sich nahezu der Betrag der remanenten Polarisation in der Weich-PZT-
Keramik im Vergleich zur Séttigungspolarisation und damit auch die remanente
Dehnungskomponente S™P. Deshalb ist der Biegeaktor nach dem Polungsprozess
nahezu nicht verformt, sieche Abb.

Aus den Dehnungen ergeben sich mechanische Spannungen, deren Verldufe
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iber der Schichtdicke fiir den Zeitpunkt t=1 s in Abb. [5.8b|aufgetragen sind.
Diese Verldufe zeigen die fiir Schichtstrukturen charakteristischen Vorzeichen-
wechsel. Die Hart-PZT-Keramik ist im unteren Bereich unter Druck und an
der Grenzflache zur Weich-PZT-Keramik unter Zug belastet. Die Weich-PZT-
Keramik weist dementsprechend im unteren Bereich eine Druck- und im oberen
Bereich eine Zugbelastung auf. In der Summe steht die Hart-PZT-Keramik
unter einer Zug- und die Weich-PZT-Keramik unter einer Druckbeanspruchung.
Die mechanischen Spannungen sind in x- und z-Richtung nahezu identisch,
da die durch das innere elektrische Feld hervorgerufenen Dehnungen in beide
Richtungen fast gleich groB sind. Ein Konturplot der mechanischen Spannung in

0

Abb. 5.9: Mechanische Spannung in x-Richtung zum Zeitpunkt t=1 s, d.h. bei
maximalem elektrischen Feld.

x-Richtung ist in Abb. [5.9|dargestellt. Im Bereich der Grenzfliche wirken in der
Hart-PZT-Keramik Zugspannungen von 140 MPa, siche Abb.[5.8b] und in der
Weich-PZT-Keramik Druckspannungen von —80 MPa, was zu einem Versagen
des Aktors wihrend des Polungsprozesses fithren konnte.

5.2 Piezokeramischer Hohlzylinder

Simulationen eines piezokeramischen Hohlzylinders in [61} 64, [114] zeigen
einen nach dem Polungsprozess resultierenden Verlauf des elektrisches Potenti-
als. Daraus resultieren innere elektrische Felder mit unterschiedlichen Vorzei-
chen. Auf Grund der elektromechanischen Kopplung fiihrt dies zu einer Verfor-
mung des Hohlzylinders. In diesem Kapitel soll der Einfluss der elektrischen
Leitfihigkeit unter diesen komplexen elektromechanischen Belastungen unter-
sucht werden. Der analysierte Hohlzylinder hat eine Linge von 20 mm, einen
inneren Radius von 10 mm und eine Dicke von 3 mm. Hinter dieser Geometrie
steht keine konkrete Anwendung, vielmehr geht es darum, die Mechanismen



5.2. Piezokeramischer Hohlzylinder 103

@(t)

p(t)

13.3 kV

t [s]
)Y >
2 (C 10000

10 mm  13mm

(a) Finite-Elemente-Modell. (b) Belastungsgeschichte.

Abb. 5.10: Finite-Elemente-Modell des piezokeramischen Hohlzylinders und
seine duflere Belastung.

darzustellen, die zu Verformungen und mechanischen Spannungen fiihren. Die
Materialparameter zur Simulation der Piezokeramik sind in Tab. [5.2] angegeben
und geben das Verhalten einer Weich-PZT-Keramik wieder. Die Symmetrie
des Hohlzylinders erlaubt die Reduktion des Modells auf ein Achtelmodell,
sieche Abb.[5.10al An den jeweiligen Schnittflichen werden die entsprechenden
Symmetrierandbedingungen fiir die Verschiebungsfreiheitsgrade gesetzt, sieche
Abb.[5.10al Auf der inneren Mantelfliche ist das elektrische Potential null. Auf

psat 0.29 KN/MVmm h 0.02 kN/mm?

S sat 0.002 v 0.37

cm 20 kN/mm? Y 60 kN/mm?
! 1.02 di 0.45 mm/MV
| 1.0 MV/mm d, —-0.21 mm/MV
o° 40E -3 kN/mm? d- 0.29 mm/MV
K 20 kN/MV? Q 1E =2 n(Qmm)~!

Tab. 5.2: Materialparameter fiir die Simulation des Hohlzylinders (Weich-PZT-

Keramik).

die duBere Mantelflache wird ein elektrisches Potential entsprechend der in
Abb. [5.10b| dargestellten Dreiecksfunktion aufgebracht. Das elektrische Feld
zeigt in radiale Richtung. Das maximale elektrische Potential von 13.3 kV ist so
grof} gewdhlt, dass der Hohlzylinder vollstindig gepolt wird. Das Volumen wird
in jeweils 15 Elemente entlang der Ladnge und der Wandstirke des Hohlzylinders
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bzw. 25 fiir den Umfang unterteilt. Abziiglich der Randbedingungen besitzt
das Modell 44832 Freiheitsgrade. Die Deformationen und die mechanischen
Spannungen lassen sich in diesem Modell im Wesentlichen durch die Verlidufe
des elektrischen Potentials iiber die Wandstérke erkldaren. Die Verteilung des
elektrischen Potentials und des elektrischen Feldes sind fiir unterschiedliche
Belastungsschritte in Abb. tiber der Wandstirke aufgetragen. Der Verlauf
des elektrischen Potentials fiir t=1 s entspricht einem logarithmischen Verlauf.
Dieser Zusammenhang kann z.B. aus der Losung der Laplace-Gleichung [61]]
fiir ein nicht gekoppeltes rotationssymmetrisches Problem hergeleitet werden.
Aus dem logarithmischen Verlauf des elektrischen Potentials resultiert als des-
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(a) Elektrisches Potential. (b) Elektrisches Feld in radialer Richtung.

Abb. 5.11: Verlauf des elektrischen Potentials und des elektrischen Feldes in
radialer Richtung iiber der Wandstérke.

sen Ableitung eine inhomogene Verteilung des elektrischen Feldes. So ist das
elektrische Feld auf der Innenseite des Hohlzylinders zum Zeitpunkt t=1 s mit
—7.4 kV/mm wesentlich starker als auf der Auflenseite mit —1.8 kV/mm. Das
Uberschreiten der Koerzitivfeldstirke bzgl. des gesamten Volumens ist nur fiir
ein grofes duleres elektrisches Potential gewidhrleistet. Die Potentialdifferenz
muss erheblich grofer sein als bei einer gleich dicken, ebenen Platte. Nach dem
Entlasten, d.h. zum Zeitpunkt t=2 s, verbleibt ein elektrisches Potential im Mate-
rial, siehe Abb. Das Maximum bei 11.25 mm ist von der Mitte aus etwas
zur Innenseite verschoben. Das elektrische Feld hat somit auf der Innenseite
eine negative Richtung und ist vom Betrag grofer als auf der AuBenseite, siche
Abb. [5.11b] Das elektrische Feld auf der Auflenseite zeigt dagegen in positive
Richtung. Nach einer Haltephase, wihrend der es zum Ladungstransport kommit,
baut sich das elektrische Potential ab und das innere elektrische Feld verschwin-
det, siche t=10000 s in Abb.[5.TT] Abbildung[5.12]zeigt den zeitlichen Verlauf
des elektrischen Feldes auf der Au3enflaiche am Punkt x = 13 mm, y = 0 mm,
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Abb. 5.12: Verlauf des elektrischen Feldes iiber der Zeit am Punkt x = 13 mm,
y =0 mm, z =0 mm.

z = 0 mm. Das elektrische Feld sinkt nach dem Entlasten, d.h. nach dem Zeit-
punkt t=2 s, exponentiell. Die remanente Polarisation in radialer Richtung ist in
Abb. [5.13]fiir drei verschiedene Belastungsschritte dargestellt. Zum Zeitpunkt
t=1 s entspricht die remanente Polarisation im gesamten Hohlzylinder der Sétti-
gungspolarisation —0.29 kN/MVmm. Das elektrische Feld ist zum Zeitpunkt
t=2 s auf der AuBlenseite entgegen der remanenten Polarisation orientiert, siche
Abb. [5.11b] Dies fiihrt zu einer elektrischen Depolarisation. Auf Grund der
kinematischen Verfestigung, entsprechend dem FlieBkriterium in GI. (4.14)), ist
eine elektrische Depolarisation auch unterhalb der Koerzitivfeldstirke moglich.
Die iiberlagerte axiale Druckspannung, siche Abb.[5.15] im duleren Bereich des
Hohlzylinders stabilisiert die remanente Polarisation. Deshalb findet ein Um-
klappen erst oberhalb der Koerzitivfeldstirke statt, siche gestrichelte Hilfslinie
in Abb. [5.12] Die remanente Polarisation nimmt im duferen Bereich um 7% ab.
Auf Grund der Geometrie und der Materialparameter ist es somit nicht mog-
lich, einen homogenen Polungszustand im Hohlzylinder zu erreichen. Durch
die Haltezeit verdndert sich die remanente Polarisation noch geringfiigig. Das
elektrische Feld sowie die Ausrichtung der remanenten Polarisation verursachen
Dehnungen. Diese sind inhomogen, woraus mechanische Spannungen bzw. eine
Deformation des Hohlzylinders resultieren. Die Verformung des Hohlzylinders
ist, skaliert mit dem Faktor 100, in Abb.[5.14]dargestellt. Die Verschiebung in
axialer Richtung ist im oberen und im inneren Bereich betragsmiBig grofer.
Deswegen kommt es zum Einstiilpen des Hohlzylinders. Die Spannungen in
axialer Richtung sind in Abb. [5.15a/fiir die jeweiligen Zeitpunkte als Konturplot
dargestellt. Zum Zeitpunkt t=1 s zeigt die reversible Dehnung auf Grund des
piezoelektrischen Effekts in die negative z-Richtung. Das elektrische Feld ist
auf der Innenseite des Hohlzylinders um den Faktor 4.1 groBer und damit auch
die reversible Dehnung. Der inhomogene Verlauf der reversiblen Dehnung fiihrt
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Abb. 5.13: Verlauf der remanenten Polarisation in radialer Richtung iiber der
Wandstirke.

somit zu negativen Axialspannungen im d@ufleren und zu positiven Axialspan-
nungen im inneren Bereich des Hohlzylinders. Die inhomogene Verteilung der

¢) t = 10000 s

—

-

-0.02 mm 0 mm

z
| | mx

Abb. 5.14: Deformation des Hohlzylinders skaliert mit dem Faktor 100 im
Vergleich zum Ausgangszustand: a) bei maximaler elektrischen
Belastung, b) nach Entlastung, c) nach der Haltephase.

remanenten Polarisation zum Zeitpunkt t=2 s fiihrt zu unterschiedlichen rema-
nenten Dehnungen S™. Im Inneren ist die negative axiale Dehnung groBer als
auBen. Dieser ferroelektrischen Dehnung ist die reversible Dehnung iiberlagert.
Auf Grund des Vorzeichenunterschiedes des elektrischen Feldes ist die reversi-
ble Dehnung in axialer Richtung innen negativ und auflen positiv. Zusammen
fiithren sie zu der Verformung und den mechanischen Spannungen nach der
Entlastung, siche Abb.[5.14]bzw. Abb.[5.15a] Auf Grund des Abbaus des elektri-
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schen Feldes durch den Ladungstransport reduziert sich die reversible Dehnung
und der Hohlzylinder richtet sich wieder auf. Die Axialspannungen werden
im Laufe der Haltephase weitestgehend abgebaut und die Umfangsspannun-
gen nehmen zu, vergl. Abb. [5.13]fiir t=10000 s. Es verbleiben Zugspannungen
im duBleren Bereich, die hier zu Rissen in axialer Richtung fiihren konnen.
Wihrend der Haltephase veridndert sich die Richtung der Umfangsspannung.

t = 10000 s

||||||||

(TAHRRAL

(b) Umfangsspannungen.

Abb. 5.15: Umfangs- und Axialspannungen im Hohlzylinder: a) bei maximaler
elektrischer Belastung, b) nach der Entlastung, c) nach der Halte-
phase.

Zum Zeitpunkt t=1 s liegen Zug-Umfangsspannungen im inneren Bereich des
Hohlzylinders und Druck-Umfangsspannungen im dufleren Bereich vor. Nach
der Haltephase und dem Abbau des lokalen elektrischen Feldes zum Zeitpunkt
t=10000 s sind die Orientierungen der Umfangsspannungen vertauscht und
AuBen liegen Zug-Umfangsspannungen vor. Die Umfangsspannungen im duf3e-
ren Bereich sind senkrecht zur Richtung der Polarisation orientiert und fithren
zu einer mechanischen Depolarisation. Deswegen dndert sich der Verlauf der
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remanenten Polarisation iiber der Wandstédrke in der Haltephase noch einmal
geringfiigig, siche Abb.[5.13]

5.3 Stapelaktor

Die geringen Dehnungen bei Ferroelektrika und die hierfiir notwendigen hohen
elektrischen Felder fithren zu der Idee, mehrere Materialschichten parallel an-
zusteuern. Sind die Schichten diinn, so reicht eine geringe Potentialdifferenz
zwischen den Elektroden aus, um hohe elektrische Felder zu erzeugen. Diese
Uberlegungen fiihren zum Aufbau von Vielschichtaktoren bzw. Stapelaktoren.
Die schematische Darstellung in Abb. [5.16]zeigt die Geometrie eines Stapel-
aktors. Ziel der hier gezeigten Simulation ist die Untersuchung der elektrischen

obere Elektrode

untere Elektrode

Abb. 5.16: Schematischer Aufbau eines Stapelaktors, nach [[10]. Der vergro-
Berte Ausschnitt zeigt den im Finite-Elemente-Modell untersuchten
Bereich.

und mechanischen Felder im Inneren des Stapelaktors und an der Elektro-
denspitze. An der Elektrodenspitze ergibt sich auf Grund der inhomogenen
Feldlinienverteilung eine Feldiiberhohung, siche Abb.[5.16] Nach dem Polungs-
vorgang verbleibt im Bereich der Elektrodenspitze ein elektrisches Feld. Dieses
elektrische Feld verindert sich durch die elektrische Leitfahigkeit, ebenso wie
auf Grund der elektromechanischen Kopplung die mechanische Spannung und
die Dehnung.

Es werden zwei Finite-Elemente-Modelle untersucht. Im ersten Modell wird
die Elektrode als eine Aquipotentialfliche ohne mechanische Eigenschaften
betrachtet. Deshalb wird dort nur ein dueres elektrisches Potential vorgege-
ben und die Elektrode als eigenes Material vernachlissigt. Dieser Fall wird im
Folgenden als Modell ,,ohne Elektrode* bezeichnet. In einem zweiten Modell
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ist die Elektrode ein linear-elastisches Material. Hierdurch kann der Einfluss
eines Klemmeffektes durch die Elektrode untersucht werden. Die untersuch-
te Geometrie und der Verlauf des elektrischen Potentials sind in Abb. [5.17]
dargestellt. Die in Abb.[5.17] gezeigten Abmessungen stimmen nicht mit den
iblichen MaB3en fiir einen Stapelaktor iiberein. Jedoch ist in dem Materialmodell
kein GroBeneffekt vorhanden und die Abmessungen konnen auf realistische-
re Malle skaliert werden, wie z.B. auf eine Elektrodendicke von 6 um, eine
Schichtdicke von 75 um und eine Gesamtbreite von 0.4 cm. Wird zusitzlich
die duBere Belastung skaliert, stimmen die hier gezeigten Ergebnisse auch
fiir geometrisch dhnliche Abmessungen. Die Randbedingungen der Verschie-
bungen, u,(z = 7.5 mm) = konstant und u,(y = 0.3 mm) = konstant, sind
so gewdhlt, dass ein ebener Verzerrungszustand in der Mitte des Stapelaktors
simuliert wird. Die Verschiebungen auf der oberen Elektrode in z-Richtung
und in Richtung der Tiefe, d.h. in y-Richtung, besitzen denselben Wert. Des
Weiteren wird die horizontale x-Verschiebung auf der linken Schnittfliche und
die vertikale z-Verschiebung auf der Unterseite zu null gesetzt. Im Modell ohne
Elektrode werden die Randbedingungen fiir die z-Verschiebungen auf die in
Abb. dargestellten Grenzflichen zwischen der Elektrode und der PZT-
Keramik definiert. Das elektrische Potential wird entsprechend der in Abb.
dargestellten Rampenfunktion auf die obere Elektrode aufgebracht und auf der
unteren Elektrode zu null gesetzt. Die Materialparameter entsprechen denen

t
A o (t)
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N = L bl
o | = 1 2 % 10000
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Z < . 4 > Modelldicke ~ =0.3mm
Y X 18 mm / u,(z = 7.5mm) =konst.
©=0 o u,(y = 0.3mm) =konst.
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Abb. 5.17: Finite-Elemente-Modell mit elektrischen und mechanischen Rand-
bedingungen sowie der Verlauf des elektrischen Potentials auf der
oberen Elektrode.

in der Simulation des Hohlzylinders, vergl. Tab.[5.2] Fiir das Elektrodenmate-
rial wird ein Elastizitdtsmodul Y=103 kN/mm? und fiir die Querkontraktion
v=0.35 angenommen. Zum Zeitpunkt t=0.6 s ist das elektrische Feld im linken
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Bereich des Modells bei x = 0 mit Egom = 1.2 kV/mm knapp oberhalb der
Koerzitivfeldstirke. Vergleicht man die remanente Polarisation zum Zeitpunkt
t=0.6 s fiir die beiden betrachteten Modelle, siche Abb. so unterschei-
den sich diese auf Grund ihrer unterschiedlichen Steifigkeit. Ein Ausrichtung
der Dominen in z-Richtung verursacht eine negative Dehnung in x-Richtung.
Daraus resultieren mechanische Spannungen, die ein Umklappen der Doménen

0 YElektrode_19() [kN/mmZ} 20 0 5 10 15 20
0-34]— yHiektrode—103 kN /mm?|~—F 03 B N
0.253| — YBlektrode—g3 [KN /mm?] £0.25 0.25° £0.25
CE 0_2_; — ohne Elektrode ;_0_2 E 0_2_2 2_0.2
~ ] [ ~ ] o
O 0.153 £0.15 O 0.157 £0.15
= : = 1| YEektode=103 [kN /mm?| E
B - 0.13 r = - -
A 014 o] F0-1 A 0141 Ohne Elektrode 01
0.05 i I £0.05 0.05 £0.05
0: ||||||0||||||5||||||| :O O: ""I""I""I"":O
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
z [mm] 2 [mm]
a) Fiir t=0.6 s unter E"™ = 1.2 kV/mm. b) Fiir t=1 s unter E*™ = 2.0 kV/mm.
Z Z

Abb. 5.18: Verlauf der remanenten Polarisation entlang der Linie y = 0.7 mm,
z=0.15 mm.

behindern. Die Spannungen sind wegen der groferen Steifigkeit in x-Richtung
im Modell mit einer Elektrode groBer. Im aktiven, homogenen Bereich, d.h. im
Bereich von 0 mm < x < 16 mm, ist die remanente Polarisation im Modell
ohne Elektrodenmaterial deshalb um 23 % groBer. Die zusitzlich gezeigten
Simulationsergebnisse mit einem Elastizititsmodul von Y=83 kN/mm? und
Y=120 kN/mm? zeigen zum Zeitpunkt t=0.6 s nur einen geringen Einfluss auf
die Entwicklung der remanenten Polarisation. Ein groeres Elastizitdtsmodul
des Elektrodenmaterials fiihrt zu einer geringeren remanenten Polarisation. Der
Verlauf der Polarisation im passiven Bereich, d.h. x > 16 mm, wird von den
mechanischen Eigenschaften des Elektrodenmaterials dagegen nur geringfii-
gig beeinflusst, siche Abb. Bei maximalem elektrischen Feld, d.h. zum
Zeitpunkt t=1 s, ist es in beiden Modellen moglich, im aktiven Bereich die
Sittigungspolarisation 0.29 C/m? einzustellen, siche Abb.

Nachfolgende Simulationsergebnisse beziehen sich auf das Modell mit Elektro-
de, deren Elastizititsmodul Y=103 kN/mm? betriigt. Die Verliufe des elektri-
schen Feldes in z-Richtung sind fiir die Zeitpunkte der maximalen Belastung
t=1 s, nach dem Entlasten t=2 s und nach einer Haltezeit t=1E +4 s in Abb.[5.19|
dargestellt. Fiir die Zeitpunkte t=2 s und t=1E +4 s wird in Abb. [5.19nur die
rechte Seite des Modells gezeigt. Es konnen drei Bereiche unterschieden werden.
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Im Bereich ohne untere Elektrode, d.h. auf der rechten Seite, ist das elektrische
Feld beinahe null. Deswegen wird dieser Bereich als passiv bezeichnet. An der
Elektrodenspitze ist das elektrische Feld inhomogen und erreicht den Maximal-
wert von 14 kV/mm. Im Vergleich zur linken Seite ist das elektrische Feld an
der Elektrodenspitze um den Faktor sieben hoher. Der Einfluss der Inhomogeni-

a)t=1s b)t=2s ¢)t=10000s

E. [I\/IV/m;n]

Z
0 0.005 0.01 \LX

Abb. 5.19: Konturplot des elektrischen Feldes in z-Richtung: a) bei maximaler
elektrischer Belastung, b) nach der Entlastung, c) nach der Halte-
phase.

tat reicht weit in den aktiven Bereich hinein, d.h. dorthin wo auch die untere
Elektrode sitzt. Erst im hinteren Bereich ist das elektrische Feld homogen und
kann entsprechend Egom = Ap/7.2 mm berechnet werden. Nach dem Entlasten
verbleibt auf Grund der Divergenz der remanenten Polarisation ein elektrisches
Feld im Bereich der Elektrodenspitze. Der Transport von elektrischen Ladungen
fiilhrt zum zeitabhingigen Abbau des elektrischen Feldes. So ist nach einer
Haltezeit von t=1E +4 s kein elektrisches Feld mehr im Aktor vorhanden.

Der Konturplot der remanenten Polarisation ist in Abb. [5.20]dargestellt. Von
der verwendeten Software wird bei der Interpolation von Grof3en iiber eine
Materialgrenze hinweg an den Ubergingen von unterer und oberer Elektro-
de zur PZT-Keramik die remanente Polarisation nicht korrekt dargestellt. In
z-Richtung ist die remanente Polarisation im aktiven Bereich homogen. An
der Elektrodenspitze verdndert sich die Richtung der remanenten Polarisation
zugunsten der Komponente in x-Richtung. Das Verschwinden des elektrischen
Feldes durch den Transport von elektrischen Ladungen hat nur einen geringen
Einfluss auf die remanente Polarisation. Dies zeigt der Vergleich der Konturplots
in Abb. [5.20fiir t=2 s und t=1E +4 s. So ist die Komponente in x-Richtung fiir
t=1E +4 s im Bereich der Elektrodenspitze nur geringfiigig niedriger.

Auf Grund der elektromechanischen Kopplung infolge des piezoelektrischen
Effekts fiihrt das elektrische Feld zu einer reversiblen Dehnung. Dieser Deh-
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0 0.145 0.29

Abb. 5.20: Konturplot der remanenten Polarisation in x- und z-Richtung nach
der Entlastung bei t=2 s bzw. nach der Haltezeit bei t=1E +4 s.
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(a) Spannung in z-Richtung. (b) Spannung in x-Richtung.

Abb. 5.21: Verlauf der mechanischen Spannung in x- und z-Richtung entlang
der Linie y =0.4 mm, z =0.15 mm.

nungskomponente ist die remanente Dehnung auf Grund der Ausrichtung der
Dominen iiberlagert. Zusammen fiithren beide Dehnungskomponenten wegen
der gewihlten Randbedingungen zu mechanischen Spannungen. Diese sind in
z- und x-Richtung fiir die drei ausgewiesenen Belastungszustiande in Abb. [5.21]
zusammengefasst. Zunédchst wird dabei auf die Spannungen in z-Richtung ein-
gegangen. Unter der maximalen Belastung durch das elektrische Potential, d.h.
fiir den Zeitpunkt t=1 s, ergibt sich an der Oberfldche im passiven Bereich, d.h.
bei x =20 mm, eine Zugspannung von 80 MPa. Diese Zugspannung nimmt in
Richtung der Elektrodenspitze zu und erreicht dort ihr Maximum von 155 MPa.
Hinter der Elektrodenspitze, in der aktiven Zone, liegen Druckspannungen vor.
Nach dem Polungsvorgang bei t=2 s verbleiben Eigenspannungen im Bauteil.
Dabei fiihrt der Ladungstransport zu einem Abbau der Eigenspannungen an der
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Elektrodenspitze. Nach der Haltephase bei t=1E +4 s sind im passiven Bereich
Zugspannungen von ca. 25 MPa vorhanden. Den Eigenspannungen iiberlagert
sind die zyklischen Belastungen im Betrieb, die beide die Zuverldssigkeit eines
Stapelaktors beeinflussen.

Die Spannungen in x- und z-Richtung liegen an der Elektrodenspitze in der-

b)t=2s ¢)t=10000s

N HHHHH

02z [kN/mm2] Z

0.3 0 0.3 Yy X

Abb. 5.22: Konturplot der mechanischen Spannung in z-Richtung: a) bei ma-
ximaler elektrischer Belastung, b) nach der Entlastung, ¢) nach der

Haltephase.

selben GroBenordnung. Dies kann dazu fithren, dass Risse ihre Fortschritts-
richtung dndern und zur gegeniiberliegenden Elektrode verlaufen. So kann ein
Kurzschluss zwischen den Elektroden entstehen, der zum Versagen des Stapel-
aktors fiihrt.Der Konturplot der mechanischen Spannungen in z-Richtung ist
in Abb. [5.22]dargestellt. Dabei sind zwei Zugspannungsmaxima zu erkennen:
eines an der Elektrodenspitze und ein weiteres an der Oberfliche der oberen
Elektrode. Die maximalen Zugspannungen an diesen zwei Stellen sind fiir die
drei ausgewiesenen Belastungszustidnde in Tab. [5.3]zusammengefasst. Das Zug-

a)t=1s b)t=2s c)
t=10000 s
Max. 1 (an der Elektrodenspitze) 350 MPa 239 MPa 50 MPa
Max. 2 (an der oberen Elektrode) 158 MPa 105 MPa 103 MPa

Tab. 5.3: Maximale Zugspannungen im Stapelaktor.

spannungsmaximum an der oberen Elektrode baut sich auch nach der Haltezeit
nicht ab und uibertrifft zum Zeitpunkt t=1E +4 s das Spannungsmaximum an
der Elektrodenspitze. Deswegen konnen Risse an der oberen Elektrode auch
nach dem Polen initiiert werden. Die Gefahr von Rissen in Stapelaktoren ist
bekannt und die Hersteller versuchen durch eine geeignete Vorspannung oder
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durch ein neues Elektroden-Design [77] diese zu vermeiden. Wenn Risse nicht
vermeidbar sind, wird versucht diese so zu lenken, dass sie keinen Kurzschluss
zwischen den Elektroden herbeifiihren [19, [/7/]].
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6 Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist der Aufbau eines Simulationswerkzeugs, das die
Untersuchung des nichtlinearen Materialverhaltens von Ferroelektrika ermog-
licht. Das neu entwickelte und in die Finite-Elemente-Methode implementier-
te Materialmodell ermoglicht die Berechnung von Feldgrof3en, wie z.B. der
mechanischen Spannungen, des elektrischen Feldes und der Polarisation in
ferroelektrischen Bauteilen. Diese FeldgroBen sind fiir die Bewertung der Funk-
tion, der Zuverlissigkeit und fiir die Optimierung von Bauteilen entscheidend.
Selbst fiir einfache Geometrien ist das gekoppelte elektromechanische Verhalten
ohne Simulation schwer nachvollziehbar. Durch den direkten Zugrift innerhalb
der Simulation auf alle Feldgro3en kann ein vollstindiges Verstindnis fiir das
Bauteilverhalten aufgebaut werden.

Das nichtlineare Verhalten von Ferroelektrika wird anhand des Verhaltens einer
tetragonalen Einheitszelle dargestellt. Diese vereinfachte, aber anschauliche Dar-
stellungsweise hilft, die makroskopisch messbaren Hysteresen nachzuvollziehen.
Im Wesentlichen konnen hier drei Verhaltensbereiche identifiziert werden: das
rein entkoppelte lineare dielektrische Verhalten, ein Bereich in dem das Verhal-
ten durch das Umklappen von Doménen dominiert wird und ein Bereich der
Sattigung mit einem gekoppelten piezoelektrischen Materialverhalten.

Fiir die Wiedergabe des Materialverhaltens von Ferroelektrika wird das von
Belov und Kreher entwickelte Modell untersucht, das auf einem mikromechani-
schen Denkansatz beruht. Die hier zum Losen auch makroskopischer Probleme
gewihlte Homogenisierungsmethode zeigt eine unerwiinschte Abhédngigkeit
von der Belastungsrichtung. Deswegen wurde ein neues dreidimensionales,
phinomenologisches Materialmodell entwickelt, welches das Verhalten eines
polykristallinen Ferroelektrikums auf einer makroskopischen Grofenskala wie-
dergibt. Mit Hilfe von vier gekoppelten FlieBfunktionen konnen sowohl die
dielektrische Hysterese, die Schmetterlingshysterese und die ferroelastische
Hysterese als auch das gekoppelte elektromechanische Verhalten dargestellt
werden.

Das Materialmodell definiert ein System aus neun gekoppelten Differentialglei-
chungen, deren Losungsalgorithmus fiir die Finite-Elemente-Implementierung
moglichst effizient und stabil sein muss. Diese Problematik wurde bei der Ent-
wicklung des Materialmodells beriicksichtigt. So wurde ein speziell auf das Dif-
ferentialgleichungssystem angepasster Return-Mapping-Losungsalgorithmus
erarbeitet. Der Algorithmus erlaubt die Berechnung einer analytischen Lo6-
sung und die Ableitung nach den unabhéngigen Variablen. Diese Ableitungen
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entsprechen den konsistenten Tangenten und sind entscheidend fiir das Kon-
vergenzverhalten der globalen Newton-Iteration zur Losung des elektromecha-
nischen Gleichgewichtes. Die schwache Form des Gleichgewichtes wurde in
einer hybriden Form in das Finite-Element implementiert. Im Vergleich zur
Standardformulierung stabilisiert die hybride Form das Newton-Verfahren, das
zum Losen des Gleichgewichts verwendet wird.

Ein wesentlicher neuer physikalischer Aspekt dieser Arbeit ist die Beriicksichti-
gung der elektrischen Leitfidhigkeit von Ferroelektrika bei Polungsvorgingen zu-
sdtzlich zum elektromechanischen Gleichgewicht. So kann der Einfluss von La-
dungstransportphdnomenen auf das Bauteilverhalten untersucht werden. Dazu
werden drei anwendungsrelevante Simulationen betrachtet: der Biegeaktor, der
Hohlzylinder und der Stapelaktor. Die Beriicksichtigung der elektrischen Leitfa-
higkeit ist fiir die Simulation des Polungsverhaltens von Komposit-Strukturen
wichtig. Beispielsweise konnen neuartige Polungsprozesse in einer Schicht-
struktur aus Hart- und Weich-PZT-Keramik simuliert werden, um eine fiir die
Biege-Anwendung optimale Ausrichtung der Polarisation herzustellen. Die
Simulationen des Polungsprozesses fiir einen Hohlzylinder und einen Stapel-
aktor zeigen ein nicht verschwindendes elektrisches Feld nach dem Polen. Der
Ladungstransport fithrt zu einer zeitabhingigen Reduktion des elektrischen
Feldes und beeinflusst wiederum die Dehnung, die mechanische Spannung und
die Polarisation im Bauteil. Fiir die Gewdhrleistung der hohen Prizision in
der Verformung von piezoelektrischen Aktoren und Sensoren ist eine genaue
Kenntnis tiber die zeitabhéngigen Prozesse entscheidend. In dieser Arbeit wird
gezeigt, dass hierbei der Einfluss der Leitfdhigkeit nicht zu vernachldssigen ist.
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Anhang A

Identifikation des
Lagrange-Multiplikators

Hier soll die Vorgehensweise fiir die Bestimmung des Lagrange-Multiplikators
ausfiihrlich beschrieben werden. Die gezeigten Schritte stimmen weitestgehend
mit denen in den Arbeiten von [27, 55, 169] iiberein. Der Gesamtenergie wird
die Abhingigkeit zwischen elektrischem Feld und elektrischem Potential als
zusitzliche Nebenbedingung hinzugefiigt, so dass

G (ﬁ,go,ﬁ,i) = G+fi(1?:+grad<p) dv . (A.1)
\%4

Die Variation muss sowohl auf das elektrische Feld als auch auf das elektrische
Potential angewendet werden, da diese als unabhéngige Variablen aufgefasst
werden, d.h.

-

5G™ (4, 61, ¢, 60, E, 6E, 1,61) := 6G (i, 61, ¢, 6¢p)

+f52-(ﬁ+grad¢) dV+fZ-5EdV+fZ-grad5¢dv . (A2)
%4 \%4 \%4

Durch das Anwenden des Gaul3’ schen Integralsatzes

f 1-graddp dV = f 1-76¢ dS — f div A5¢ dV (A.3)
1% S |4

auf Gl. (A.2) und durch das Einsetzen in die Standardformulierung in Gl. (3.10)
ergibt sich,

G = fa:éSdV - ff”Baﬁdv - f foreids
1% 14 Sy

—fﬁ-éﬁdv +fq36g0dV +f qsqégodSq
14 14 S

q

¢ [ o1 (E+emdg)av+ [ Lot av
Vv Vv

+ f (1-7) 6 ds - f divAse dV . (A.4)
S \%
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Durch Sortieren der Terme

G = fa:(sst—ff”BaﬁdV—ff*Faﬁde
1% \%4 Sy
- = > S =
+f(/l—D) SE dV +f (¢° +-7) 6pdS,
14 S,

+ f (]_3: + gradgo) S1dV + f (qB — div /T) op dV (A.5)
\% \%4

konnen die Bedingungen

@+ 1-i=0, (A.6)
D-1=0-1=D, (A7)
divad = ¢° (A.8)

abgeleitet werden, die nur erfiillt sind, wenn der Lagrange-Multiplikator mit der

-

dielektrischen Verschiebung iibereinstimmt. Setzt man die Bedingungen 1=D
in die Ausgangsgleichung in GI. (A.2)) ein, d.h.

6GHY .= fa 5Sdv - ff?éudv ffﬁfaudsf
Sy

W+fq 5o dV +f S0 6p.dS,
+f513.(1?:+grad<p) dV+fD gradécpdv+w (A.9)
\%4

so existiert keine Abhédngigkeit vom virtuellen elektrischen Feld. In der hybriden
Formulierung

oGHY = fa':éSdV—ff%éﬁdV—ffTFdﬁde
\% \%4 Sy

+f]3-grad6<pdV +fq35<pdV +f qsqécpdSq
14 14 S

q

+ f oD (E + gradg) dV (A.10)
\%4

ist das elektrische Feld eine abhidngige Grofe, die durch eine geeignete konsti-
tutive Gleichung berechnet werden muss.



119

Anhang B
Kondition der Materialmatrix

Fiir die in Kap. [3]vorgestellten Formulierungen des elektromechanischen Gleich-
gewichtes ergeben sich folgende piezoelektrischen Gleichungen:

ol [Cc -&"]]S
5|7 e « HE] ’ D
MC
(o] [CP -h][S
o I lD] ’ (©2)
Mh
(o] [C” 0 -h N 0
Tl=| 0 - 0 || grade |+| D (B.3)
(E] |-»" 0o Bl D 0
Mleit
Die Kondition der jeweiligen Materialmatrix M berechnet sich aus
Kondition = |M||, - ||M~"], . (B.4)
Darin ist HM ||2 die sogenannte Spektralnorm die durch
|||, = \/mnaX(M-MT) (B.5)

definiert ist und A™* ist der betragsmifBig groBite Eigenwert des Matrixprodukts
M-M").
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Anhang C

Patchtest

Bei einem isoparametrischen Verschiebungselement wird davon ausgegangen,
dass konstante Spannungs- und Verzerrungszustiande auch bei verzerrten Netz-
geometrien korrekt wiedergeben werden konnen. Der Patchtest dient dazu, dies
zu iiberpriifen und damit festzustellen, ob die Formfunktionen richtig implemen-
tiert wurden. Hierfiir wird ein Wiirfel aus acht verzerrten Elementen aufgebaut.
Das Netz ist in Abb. [C.T|dargestellt und wurde aus [11]] ibernommen. Es werden

Abb. C.1: Verzerrtes Finite-Elemente-Gitter fiir den Patchtest.

eine homogene Verschiebungen und ein homogenes elektrisches Potential auf-
gebracht. Dann wird untersucht, ob die abgeleiteten Groen, d.h. das elektrische
Feld und die mechanischen Spannungen, homogen sind. In einem weiteren
Test wird eine mechanische Spannung durch Krifte auf Knoten aufgebracht
und es wird untersucht, ob daraus die richtigen Verschiebungen resultieren. Die
Randbedingungen sind jeweils so gewihlt, dass keine Zwangskrifte auftreten.
Das Material wird als lineares Dielektrikum modelliert. Die Ergebnisse aus der
Finite-Elemente-Simulation sind in Abb. [C.2]dargestellt. Das elektrische Feld
sowie die mechanische Spannung und die Verschiebung entsprechen den analy-
tischen Losungen. Die mechanische Spannung in Abb. und das elektrische
Feld in Abb. sind homogen. Die Verschiebung auf Grund der mechanischen
Spannung zeigt in Abb. [C.2b|einen linearen Verlauf. Somit wird davon ausge-
gangen, dass die Formfunktionen und deren Ableitung richtig implementiert
wurden.
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C. Patchtest
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Abb. C.2: (a) Richtung und Betrag der Hauptnormalspannung auf Grund ei-
ner Verschiebung, (b) Verschiebung in x-Richtung auf Grund einer
mechanischen Spannung, (c) Richtung und Betrag des elektrischen
Feldes auf Grund eines elektrischen Potentials.
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Anhang D

Grenzwerte flur die Zeitschrittsteuerung

Die Steuerung der Zeitschrittweite wird mit Hilfe von frei definierbaren Regeln
durchgefiihrt. Hier ein Vorschlag fiir mogliche Grenzwerte der in Kap. [3.2.3]
vorgestellten Indikatoren R', RP:

Konvergenz Konvergenz
erzielt nicht erzielt
in N-Iterationen | in N-Iterationen
Wenn 8E -2 > R, dannR =3 Neustart mit "4t = 0.85-""'4t/3
Wenn 6E -2 > R', dann R = 1.35 | ™At ="4t/1.35 | "At = 0.63-"'At
Wenn 2E -2 > R, dann R = 1.25 AL ="At "At ="'At)3
Wenn 2E -2 < R', dannR =04 | ™'At=1.5-"4t "At ="'At/3
Wenn 4E -2 > RP, dannR =3 Neustart mit "4t = 0.85-"'4¢t/3
Wenn 3E -2 > RP, dannR = 1.35 | "'4t ="4t/1.35 | "At = 0.63-"'At
Wenn 2E -2 > RP, dann R = 1.25 AL = "At "At ="'At/3
Wenn 2E -2 < RP, dannR = 0.4 At = 1.5 At "At ="'At/3

Dabei ist N die maximale Anzahl von Iterationen bis zum Erreichen des Kon-

vergenzkriteriums.
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Anhang E

Erganzung zum Polungsprozess der
Komposit-Struktur

Die zeitliche Entwicklung des elektrischen Feldes und der remanenten Pola-
risation in der Hart- und Weich-PZT-Keramik ist in Abb. [E.I|dargestellt. Die
mechanischen Spannungen in den Schichten fithren zu einem inhomogenen
elektrischen Feld. Fiir die in Abb. [E.I|dargestellten Verldaufe wurden die rema-
nente Polarisation und das elektrische Feld am Eckknoten mit den Koordinaten
(20 mm, +£2 mm, 6 mm) ausgewertet.

E [kV/mm]

Abb.

0 2 5e+04 1e+05 0 2 | —— Hard-PZT, Y=0
LT S 7 S S e+ 2 4] —e. Sort-PZT, Y=0

] ! F ' == Hard-PZT, Y=103 kN/mm?

] /\\ — applied E (A¢/2h) [ 0.3 I
8 ‘\ —=— Hard-PZT, Y=0 T8 ] \. ——- Sort-PZT, Y=103 kN/mm?

] N\ | Soft-PZT, Y=0 [ = 02 \ Foo
6 - - Hard-PZT, Y=103 kN/mm? [ 6 = 1 Mo E

] ,{/\\\, - - Soft-PZT, Y=103 kN/mm? | [ = 1 Bades 3
44 4 O 017 F0.1

14 . C = ] ;
23 \ \\ 2 S E R -0

1 i ] RN 3
0 0 : Rt o

] e : -0.19 Py, E—0.1
23— — ———t—F—2 1 e

0 2 56+04 1e+05 0 2 56404  1e+05

t [s] t [s]
(a) Vergl. elektrisches Feld. (b) Vergl. remanente Polarisation.

E.1: Einfluss der mechanischen Spannungen auf die zeitliche Entwicklung
des elektrischen Feldes und der remanenten Polarisation in der Hart-
und der Weich-PZT-Keramik.
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